
1 Priebeµzné písomné zadanie µc.1.

Vypoµcítajte dvojné integrály:

1.
RR
I
x2y cos

�
xy2

�
dxdy; I =



0; �2

�
� h0; 2i :

2.
RR
I
yex+ydxdy; I = h0; 2i � h0; 1i :

3.
RR
I
ln (1 + x)

2y
dxdy; I = h0; 1i � h0; 1i :

Vypoµcítajte dvojné integrály. Naµcrtnite obrázok mnoµziny A:

1.
RR
A
cos (x+ y) dxdy; A = f(x; y) ; 0 � x � �; x � y � �g :

2.
RR
A
yexdxdy; A =

�
(x; y) ; y2 � x � y + 2

	
:

3.
RR
A
x2

y2 dxdy; A =
�
(x; y) ; 0 � 1

x � y � x; x � 2
	

4.
RR
A

�
x2 + y2

�
dxdy; A je ohraniµcená krivkami y = 0; y = �x+1; y = x+1:

5.
RR
A

�
x2 + y

�
dxdy; A je ohraniµcená krivkami y = 1

2x; y = 2x; xy = 2; x �
0:

6.
RR
A

1
x+y+1dxdy; A je trojuholník KLM; K = (1; 2) ; L = (5; 2) ; M =

(4; 4) :

Vypoµcítajte plo�ný obsah rovinných obrazcov urµcených mnoµzinou A; ke
,
d

1. A je ohraniµcená krivkami: y = 1
2 (x� 2)

2 a x2 + y2 = 4:

2. A =
�
(x; y) ; 0 � y � x; x2 + y2 � 2x

	
:

3. A =
�
(x; y) ; x � y �

p
3x; 4x � x2 + y2 � 8x

	
:

Pouµzitím vhodnej transformácie vypoµcítajte dané integrály a naµcrtnite obrá-
zok A:

1.
RR
A

p
1� x2 � y2dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 + y2 � 1; x � 0; y � 0

	
:

2.
RR
A
xy2dxdy; A =

�
(x; y) ; 2y � x2 + y2 � 4y

	
:

3.
RR
A
sin
p
x2 + y2dxdy; A =

�
(x; y) ; �2 � x2 + y2 � 4�2

	
:

4.
RR
A

p
a2 � x2 � y2dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 + y2 � ax

	
:

5.
RR
A
arctg yxdxdy; A =

n
(x; y) ; 1 � x2 + y2 � 9; xp

3
� y �

p
3x
o
:

6.
RR
A
ln
�
1 + x2 + y2

�
dxdy; A =

�
(x; y) ; y �

p
r2 � x2; x � 0; y � 0

	
:

Vypoµcítajte trojné integrály. Naµcrtnite obrázok mnoµziny A:
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1.
RRR

A
(1� x) yzdxdydz; A = f(x; y; z) ; x � 0; y � 0; z � 0; z � 1� x� yg :

2.
RRR

A
z2dxdydz; A =

n
(x; y; z) ; x � 0; y � 0;

p
x2 + y2 � z �

p
2� x2 � y2

o
:

3.
RRR

A

�
x2 + y2 + z2

�
dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 � z2; x2 + y2 + z2 � r2

	
:

4.
RRR

A

�
x2 + y2

�
dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 2z; z � 2

	
:

5.
RRR

A

p
x2 + y2 + z2dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 + z2 � z

	
:

6.
RRR

A

�
x2 + y2

�
dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; 4 � x2 + y2 + z2 � 9; z � 0

	
:

7.
RRR

A
x2yzdxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x � 0; y � 0; z � 0; 4x2 + y2 + z2 � 9

	
:

8.
RRR

A
xyzdxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x � 0; y � 0; z � 0; x2 + y2 + z2 � 1

	
:

9.
RRR

A
(2x+ 3y � z) dxdydz; A je ohraniµcená plochami z = 0; z = a; x =

0; y = 0; x+ y = b; a > 0; b > 0:

10.
RRR

A
1

(x+y+z+1)3
dxdydz; A je �tvorsten ohraniµcený rovinami x = 0; y =

0; z = 0; x+ y + z = 1:

Nájdite objem mnoµziny A: Naµcrtnite obrázok!

1. A =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 1; 0 � z � y2

	
:

2. A =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 + z2 � 12; x2 + y2 � 4z

	
:

3. A =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 2x; x2 + y2 + z2 � 4

	
:

4. A je ohraniµcená plochami z = 6� x2 � y2 a z =
p
x2 + y2:

5. A je ohraniµcená plochami z = 4� y2; z = y2 + 2; x = �1; x = 2:

6. A je ohraniµcená plochami z = x2+y2 a z = x2+2y2; y = x; y = 2x; x = 1:

7. A je ohraniµcená plochami x2 + y2 = 9; z = 5 a x+ y + z = 8:

8. A je ohraniµcená plochami z = 0; z = 2� y; y = x2:

9. A je ohraniµcená plochami x2 + y2 = 2x; x2 + y2 = z � 2:

10. A je ohraniµcená plochami x = 0; z = 0; y = 1; y = 3; x+ 2z = 3:
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2 Priebeµzné písomné zadanie µc.2.

Vypoµcítajte krivkové integrály:

1.
R
C

1
x�yds; kde C je úseµcka od bodu [0;�2] po bod [4; 0] :

2.
R
C
xds; kde C je µcas ,t paraboly y = x2 medzi bodmi [2; 4] a [1; 1] :

3.
R
C
x2ds; kde C je µcas ,t grafu y = lnx; kde 1 � x � 2:

4.
R
C

p
x2 + y2ds; kde C je kruµznica x2 + y2 = x:

5.
R
C

�
x2 + y2

�
dx+

�
x2 � y2

�
dy; kde C je µcas ,t grafu funkcie y = 1�j1� xj ; 0 �

x � 2; so zaµciatoµcným bodom [0; 0] :

6.
R
C

�
x2 � 2xy

�
dx +

�
y2 � 2xy

�
dy; kde C je krivka y = x2; z bodu [�1; 1]

po bod [1; 1] :

7.
R
C
ydx + xdy; kde C je µcas ,t kruµznice x = a cos t; y = a sin t; t 2



0; �2

�
;

kde [a; 0] je zaµciatoµcný bod.

8.
R
C
xdx + ydy + (x+ y � 1) dz; kde C je úseµcka so zaµciatoµcným bodom

[1; 1; 1] a koncovým bodom [2; 3; 4] :

Zistite, µci pre nasledujúce integrály existuje pre podintegrálnu funkciu
potenciál, t.j., µci sú závislé od integraµcnej cesty:

9.
R
C
(2x+ 3y) dx+ (3x� 4y) dy:

10.
R
C

�
x4 + 4xy3

�
dx+

�
6x2y2 � 5y4

�
dy:

Pouµzitím Greenovej vety vypoµcítajte integrály:

11.
R
C
y2dx+ xdy; ak C je hranica �tvorca ohraniµcená priamkami x = 1; x =

�1; y = 1; y = �1; ktorá je kladne orientovaná.

12.
R
C
1
x arctg

y
xdx +

2
y arctg

x
y dy; kde C je hranica oblasti 1 � x2 + y2 �

4; x � y �
p
3x; ktorá je kladne orientovaná.

13.
R
C

�
3x2 cos y � y3; x3 � x3 sin y

�
ds; kde C je kladne orientovaná krivka

daná vz ,tahom x2 + y2 = 1:
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3 Priebeµzné písomné zadanie µc.3.

1. Vypoµcítajte v�eobecné rie�enie diferenciálnej rovnice:

2. y00 + 3y0 � 4y = 0:

3. y00 � 2y0 + 2y = 0:

4. y00 + 6y0 + 9y = 0:

5. y00 � 4y0 + 20y = 0:
Vyrie�te zaµciatoµcné úlohy:

6. y00 + 5y0 + 6y = 0; y (0) = 1; y0 (0) = 2:

7. y00 + 2y0 + 2y = 0; y (0) = 3; y0 (0) = 1:

8. y00 � 3y0 � 4y = 0; y (0) = �1; y0 (0) = 2:

9. y00 � 2y0 + 3y = 0; y (0) = 1; y0 (0) = 0:
Vyrie�te okrajové úlohy:

10. y00 + 4y0 + 4y = 0; y (0) = 2; y0 (1) = 0:

11. y00 + 4y0 + 5y = 0; y
�
��
2

�
= 1; y0

�
�
2

�
= 0:

12. y00 + 2y0 + 26y = 0; y (0) = 1; y0
�
�
4

�
= 0:

13. y00 + 2y0 � 3y = 0; y (0) = 1; y0 (1) = 1:
Vypoµcítajte v�eobecné rie�enie diferenciálnej rovnice:

14. y00 + 2y0 � 3y = 4 + x+ 4e2x:

15. y00 + 2y0 + y = 5 + x2ex:

16. y00 + 4y0 + 4y = sinx� 2 cosx:

17. y00 + 2y0 � 15y = 3 + 2x sinx:
Vyrie�te zaµciatoµcné úlohy:

18. y00 + 2y0 + 5y = 2 sinx; y (0) = 1; y0 (0) = 0:

19. y00 + 2y0 + y = sinx; y (0) = 1; y0 (0) = 0:

20. y00 + 3y0 + 2y = sin 3x; y (0) = 0; y0 (0) = 1:

21. y00 + 9y = 7 + 2 sin 3x� 4 cos 3x; y (0) = �1; y0 (0) = 1:
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Skú�ka z matematiky III.
Meno a priezvisko:

1. 2. 3. 4. 5. 6. Spolu
Teória
Príklady

Celkový poµcet bodov/Známka:

1. (a) De�nujte elementárnu oblas ,t typu [x; y] : Napí�te vetu o výpoµcte dvo-
jného integrálu na elementárnej oblasti typu [x; y] : (5 bodov).

(b) Vypoµcítajte integrál a naµcrtnite obrázok mnoµzinyA:
RR
A

�
x2 + y

�
dxdy; A

je ohraniµcená krivkami y = 1
2x; y = 2x; xy = 2; x � 0: (10 bodov)

2. (a) Napí�te vetu o zámene kartézskych súradníc za cylindrické súradnice
pre trojný integrál. (5 bodov)

(b) Vypoµcítajte integrál a naµcrtnite obrázok mnoµziny A:ZZZ
A

xdxdydz; A je ohraniµcená plochami x2+y2 = �2z+9; z = 0: (15 bodov)

3. (a) Napí�te parametrizáciu polkruµznice (x� 3)2 + (y � 2)2 = 4 so za-
µciatoµcným bodom (1; 2) ; koncovým bodom (5; 2) ; ktorá prechádza
bodom (3; 0) : (5 bodov)

(b)
R
C

p
x2 + y2ds; kde C je kruµznica x2 + y2 = x:(10 bodov)

4. (a) Napí�te vetu o výpoµcte krivkového integrálu z vektorovej funkcie. (5
bodov).

(b)
R
C
ydx + xdy; kde C je µcas ,t kruµznice x2 + y2 = a2; kde (a; 0) je

zaµciatoµcný bod a
�
1p
2
a; 1p

2
a
�
je koncový bod. (10 bodov)

5. (a) Ako súvisí wronskián funkcií '1 (x) ; '2 (x) s ich lineárnou závis-
los ,tou? (5 bodov)

(b) Vypoµcítajte v�eobecné rie�enie diferenciálnej rovnice y00+5y0+4y =
0: (10 bodov)

6. (a) Napí�te charakteristickú rovnicu pre lineárnu obyµcajnú diferenciálnu
rovnicu druhého rádu s kon�tantnými koe�cientami y00+Ay0+By =
0; A; B 2 R.

(b) Vyrie�te zaµciatoµcnú úlohu y00 � 3y0 + 3y = 0; y (0) = 0; y0 (0) = 2:
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