1 Struéna osnova predmetu M1 dist

1. Uvod do stidia. Prirodzené, raciondlne, redlne a komplexné &isla. Vlastnosti
podmnozin ¢iselnej osi. Funkcia, zlozend funkcia, inverzna funkcia. Polyndémy,
rozklad raciondlnych funkcif na elementdrne zlomky.

2. Elimina¢né metédy riesenia systémov linedrnych rovnic, matice, operécie
s maticami.

3. Reguldrne a singuldrne matice, inverznd matica.

4. Determinant matice a jeho zdkladné vlastnosti. Cramerovo pravidlo.

5. Vektory v 3-rozmernom priestore, skaldrny, vektorovy a zmiesany sicin.
Priamky a roviny v priestore. Kvadratické plochy v zdkladnej polohe.

6. Spojitost’ a limita funkcie. Nevlastnd limita. Nerovnice pre limity.

7. Postupnosti redlnych ¢isel. Nekonecéné ¢iselné rady. Kritérid konvergencie.

8. Mocninové rady. Definicia elementdarnych funkcii sin, cos, exp a niektoré
ich zdkladné vlastnosti. 1. Diferencovatelnost’ funkcie. Rychlost’ pohybu-
juiceho sa bodu po priamke. Spojitd funkcia na intervale.

9. Veta o nulovom bode a jej vyuzitie pri hl'adan{ redlneho koreiia funkcie.
Lok&lne extrémy funkcie.

10. Rolleova, Lagrangeova a Cauchyho veta. Zistovanie monoténnosti funkcie
pomocou derivicie. Konvexnost’ a konkdvnost’ funkcie. Inflexny bod.

11. Taylorova veta. Taylorov rad. Derivdcia inverznej funkcie. Zhrnutie o
elementarnych funkcidch.

12. Priebeh funkcie.

2 Priebezné pisomné zadanie ¢.1.

1. N3§jdite modul, argument a zobrazte v komplexnej rovine nasledujice kom-
plexne cisla:

(a‘) 1- \/g’L,
(b) —2+ 2,
)
)

—
o

—4,

id.

2. Zapiste nasledujuce ¢isla v trigonometrickom a exponencidlnom tvare:

3. Vypocitajte a napiste v algebrickom tvare:

(a) (1+V30)", [



(b) U= [—1 -]

4. N4§jdite vsetky korene rovnic a zobrazte ich v komplexnej rovine

zozcos%—l—isin%:?—&-%i,
3 .

(a) z° =1, zlzcos%’r—f—zsm%7r —734—%2
zgzcos%”—i—isin%”:—i
Zo=cos T +isinZT = V2 + Y2

(b) #4= -1 zlzcos?ﬂf+isin%”*f§+§i,

) .. .
Zy = cos 2% 4 isin 3% = —¥2 _ V2
z3:cos%ﬂ+isin%ﬂ:§ ?Z
B ” . -
zof\/ﬁ(cos(—ﬁ)—l—zsm(—ﬁ)),
— ST | jgip 2%
(©) A1 3 zl—ﬂ(cosm—l—zsmm),
9 7\[ 117w N Ty
2o = 2(003—12 +isin S ),
Z3=\/§(COS%+7;SiH117J)i
zp =cos0+isin0 =1,
— T4 ien T =4
(d) Jr— Zl—COS2+‘Z?1H2—Z,
’ zog =cosT+isinT = —1,
@zcos%”—i—isin%”z—i
ZOZCOS%+iSiH%:%+§i,
e) 23 = —1. z9g =cosT +isinm = —1
)
z1 = cos 3 4 isin 5F %féz

5. Kedy je sicet komplexnych &isel a 4 bi, ¢+ di ¢islo
(a) redlne,
(b) imagindrne,
(¢) rydzoimagindrne?

6. Vypocitajte

(a) (2 +30)(3 — 4i) — (5 — 4d), [13 + 5i]
(b) (=2 + 30)3, [46 + 9i]

i, n=4k+1
o -1, n=4k+2
(c) &% neN, i, n=4k+3
1, n =4k
2 .
(d) 1130 (-5 —3i]

(lfi)3 .
(e) PEDRES) (-2 + 2i]



7. Pre ktoré komplexné ¢isla z = a + bi plati

(a) z=7%, [z =2+ 0i]
(b) 22 =7%, [z:(),z:l,z:—%—i-éi,—

N

/3
~ig]
8. Vypocitajte absolitnu hodnotu komplexnych ¢isel

(a) 3 — 44, [5]
(1+4)"
) g

9. Napiste v goniometrickom a exponencidlnom tvare komplexné ¢isla:

)

) =3, [3(cosm +isin7) = 3¢'™]
) 2, [2(cosZ +isinZ) = 2¢'%]

d) —i, [1(cos(—%) +isin (,g)) = i3]
) ~V3 =30, [VI2 (cos (—F) +isin (- F)) = VT2 ]
)

V2 —iv2, 2 (cos (— ) +isin (—%)) =274

(_

T
2sin§(cos( 5 )—|—zsm(”2a)):2sin%el( 2 ),
a € (4km, 2w + 4k)

(3T —«
2’5111 |(cos ‘S’T—O‘)—i—zbm(?’”T*a)) :Q‘Sin%|el( 2 ),
(27T+4k7r 4 + 4km)

(g) 1—cosa+tisina,

10. Rieste binomickud rovnicu

. = 2((:05 +isin % )zl—i—i
2:2 Zo \/> 4 4 ’
(a) b 21 = V2 (cos 3 +isin ) = -1 —i

. 20 = 2v/2 (cos (—=Z) + isin (—Z =2 — 2,
(b) o = ~8i, [ 021—2\(f(cc()s 4)+zsm 3( )4_))—24—21' }

_ — V3 _ 1,
_ Zo—COb( )+Zbln(- 6)— 3 — 3,
(c) a® = —i, zlfcos§+zsmg:72
m _ _ V3 _ 1,
29 = COS &~ 6 T 4+ 4sin 6 — 5 57



11. Zistite, ktoré z matic

1 0
A= 2 1 ,
-1 2
1 1
P=(13)
01 0 3
H = 00 0 -1 , J
0 0 O 0
1 0 0 O
L= 0, 1, 2, 0 |, M=
, 0, 0, 1
si

(a) stupriovité, [B, D, H,J, L, O,K pre a=kn, k€ Z, |

(b) redukované stupiiovité?

[L, O,K pre a=2km ke Z,]

12. N§jdite redukovand stupiioviti maticu, ktord je riadkovo ekvivaletnd s

maticou

1 -2 0 1 1

(a) 3 2 1 0 0
1 -1 1 =2 0
4 5 6 7 8 9
3 4 5 6 7 8

(b) 2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6

00 1
1 0 O
01 -3
10 -1 -2 -3 —4
01 2 3 4 5
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O

13. Rozhodnite, ¢i si ekvivaletné sistavy linedrnych rovnic 8182, ak

2x1 + xo — 3x3 = 2

2 — =2
Sy Y1 + Y2 — 3y3

@) &1t 3wy 2y =1 g1+ Ay — gy =1 )
201 4+ x92 — 33 =2 21+ —3x3 =2 .
(b) Sl T — 333‘2 — 2.733 =1 82 ’ 3.731 — 2332 — X3 = 3 [nle}
14. Rieste sustavu linedrnych rovnic
(a)
3x1 —2x9+3x3 = 3

72%1 + 3$2 — 5:]33 =

1+ Tre — 33 = 16

B=(-1,0,2), D:( )
(1) 1 2
F = : c=| 2 0
3 0 3
4
1 0 cosa —sina
_<0 —7)’ K_<sma cos o
y 3 0, 0, 1,
» O o= 0, 1, 5,
0, 0, -2 0 0 0
0 0 0 b b b b



maticu upravime najskor na stupnoviti maticu,
potom na na stupnoviti redukovani

3 -2 3 3 1 0 0 1
-2 3 -5 3|~10 1 0 3
1 7 -3 16 00 1 2
K ={(1,3,2)}
(b)
—2x1+3x2+523 = 3
3x1+x9—4x3 = B
4x1 +5x9 — 323 = 8
maticu upravime na stupinovitd maticu
-2 3 5 3 1 0 —-17 0
3 1 -4 5] ~(0 11 7 0
4 5 -3 8 0 0 0 1
nema4 rieSenie
(c)
51‘1 +2I2+4$3+£E4 =
214+ T —T3—T4 =
—4xy + dxo — 224 = 18
Tx1+ 3x0 + Txs + 224 = 12
3x1 + 222+ 223 = 10
maticu upravime najskor na stupiioviti maticu,
potom na na stupnoviti redukovani
5 2 4 1 9 100 o0 2
-2 1 -1 -1 5 010 —3 %
-4 4 0 -2 1B8|~f001 & -I
T 3 7 2 12 00 0 O 0
3 2 2 0 10 00 0 O 0
I K={($+2-c-pt) teR}
(d)
201 — 30+ x3—24 = 3
—T1 — 2172 — X3 + 2£E4 = -2
—x1— 929 — 223+ b4 = 0
[riesime podobne - nem4 riesenie]
(e)
207 — 2290 —3x3+ x4 — 45 = 11
3x1 —3x9 + 223 — 204 +2x5 = —7
5x1 — dx9 — 2x3 4+ 3x4 — 115 = 18
201 — 229+ 23 — 225 = 0



N O W N

maticu upravime na

-2 -3 1 -4

-3 2 =2 1

-5 -2 3 -11

-2 1 0 -2
K =

redukovani stupnoviti maticu

11 1 -1 0 0 -1
-7 0 0 10 O
87 1lo o 0o 1 -2
0 0 0 00 O

{1+a+b,a, —2,3+2b0), a,be R}

1
-2
3
0



3 Priebezné pisomné zadanie ¢.2.

1. Uréte hodnost’ matic:

@ (33

(d)

)

w3

-2 1 4 ]
0 I 5)°

| Maticu upravime na stuptiovitd maticu - hodnost’ = 2

2 -3 1 1
0o 0 0)°

| Maticu upravime na stupfiovitd maticu - hodnost = 1

1 2 3 45
2 3 4 5 1
345 1 2
4 5 1 2 3
5 1 2 3 4

[ 1

0

~ 10

0

0

81 90 67 107
21 15 23 11
39 60 21 85
99 135 65 181
120 150 88 192

2 3 4 5
-1 -2 -3 -9
0 -5 =5 10
0 0 -5 5
0 0 0 75

| Maticu upravime na stupiioviti maticu - hodnost’ = 5

2]

2. Vzavislosti od parametrov a, b € R uréte hodnost’ matic:

(a)

9

)

2
2
2

—a,

g 1, ak a = —2;

9 3, ak a = 6;

5 4, aka e R\ {-2, 6}
1, prea = —b
3, pre a # —b

> O OO



3. Zistite, ktoré z matic

1, 0
A= 2, 1 |, B=(-1,0,2), D= (
-1, 2
1
1, 1 I _
s-(11) w0 G_(
4
b b 3
H=|0 0 -1, J:<(1)’ _2), K:(
0, 0, 0 '
Lo o 0 i)
L=|(o0 12 0], M=]| 2 o=
0, 0, 0, 1 0, 0, -2
b b ) 0 0 0

si

(a) diagondlne [J, K pre a = km, k € Z]
(b) dolné trojuholnikové [J, K pre a = kr, k € Z]
(¢) horné trojuholnikové [H, J, K pre o = km, k € Z]

4. Pre matice A az P z predchddzajiicej dlohy vypocitajte:

(a) 3E +J [@ _31”

(b) 2A - 3G [nie je definované]

1 0
T T T 0 2 T
(c) DT, F pT=| o | FT=0.034
-1 5

-7 —4 0
(d) —2G —-5H" 4 0 6
-15 -1 -10
0
2
4

oo OO N
(el en e e}
&
©

-4 12

(el

)

L,
-2,
0,

COS &,
sin a,

L,
0,
0

Y

o O O

)

)

7
7
7

0, -1
0, 5
—sma

COS &
07 17
1, 5,
O’ ’07

) ,



2 cos2a —sin2a
(h) K Ksin 2 cos2a )]
1 4
(i) GLD” 1 —15
-5 31

5. Rieste sustavy linedrnych rovnic v zdvislosti od parametra a € R:

(a)

r—6y+2z = —4a—2
3r+3y+42z = 3a—6
20 — 33y + 62 = —2la
[ maticu upravime najskor na stupnoviti
1 -6 2 —4a-—2 1 -6 2 —4a-—2
3 3 4 3a—-6|]~[0 21 -2 15a
2 =33 6 —2la 0 O 0 2a+4
nem4 rieSenie pre a # —2, pre a = —2 opéit’ upravime
1 -6 2 6 10 L -8
0 21 -2 =30 01 -2 D
- - ~ 21 T T
0 O 0 0 00 O 0
i {(—%—%t,—%—i—;—lt,t);teR},prea:—2
(b)
ax+y+z = 1
r+ay+z = 1
r+y+az = 1
(0, pre a = —2
{I—-t—s,t8);teR}, prea=1
1 1 1 291
re a # —
at2 at2 atr2)[ P ’

6. Vypocitajte inverzni maticu k matici:

@ (6 7) 16 )
1 2 -3 1 2 7
® o -1 —2 0 -1 -2
0 0 1 0 0 1




, —I™ | e

Selh <
— 7 [a\[2p) 7

— —|
7 elh | I

e —i| N
(] 7 D 7

— A < <A
o Mmo;m o

— AN O O

7. Vypocitajte determinanty:

™ ©
— <
N
+
[3e)
—~
—
L
o
IT
- =
© o
2 ,
T Q
& — I~ >
O I~
o ~ 7
& +
> N ]
> = B
< | — w0
< ~— e |
(en) —
Q 0 e ) o
) = = 3 in
& = + ®, ,
f = ~ L
=) - ~ oo T !
— o0
= = = cooma
S e MO — < b~ —
=
. I g 30J~ Onﬂ_l_A cCo™ma
- R o}
- —_ moo I — oM N O
n/nu_u o o 4~ N—HO .. — o © _
e o S] N oo [ g MAl—H OO
I B oI e U = <t
M N o — X~ I o am = < ™ ™ I o oo
+ | I | Q
2] Qo
= & = < = < > = L
Z >
o6 SN

10



2 34 5 6
3 27 5 4

@l 7 8 9 10 11| [0]
5 5 1 —4 8
—2 -1 0 1 2

10. Pomocou determinantov vypocitajte, pre aké hodnoty parametrov a,b €
C je matica A reguldrna:

(a) A=[-2 b -2
1 -1 1
det A=2b—2a+ab—b*=(2-b)(b—a),
matica je reguldrna ak a # b A b # 2
1 1 1 —a
1 1 —a 1
1 —a 1 1
—a 1 1 1
det A=a* — 642 —8a—3=(a—3)(a+1)*,
matica je reguldrna ak a # 3 Aa # —1

11. Pomocou determinantov vypocitajte inverzni maticu k matici:
cosa —sina
(a) (g
sina  cosa

det A= cos? o +sin? o = 1,
det Aj1=cosa,det Aja=sina,det As1= — sin a, det Asg=cos

cosa  sina
—sina  cosa

2 -2 -3
M [5 1 -2
3 2 1
det A= 11,det A11: ’ ; _12 ’ = 5,det Algz‘ g _12 ’ = 11,d€t A13: ’
-2 =3 2 -3 2
det A21: 9 1 = 4,d€t A22: 3 1 = ll,det A23: 3
-2 =3 2 -3 2
det A31: 1 _9 = 77 det A32: 5 _9 = ll,det A33: 5
5 _4 T
11 11 11
-1 1 -1
e 10 12

L 11 11

"
=

12. Rieste sustavu linedrnych rovnic (pouzite Cramerove pravidlo, pokial’ je
to mozné):

11




(a)

3rx—4y+5dz= 1
20—-3y+ z=-1
3x—5y— z= 2

12

3 -4 5 1 -4 5
D=det|2 -3 1 |=-1,D,=det| -1 -3 1 | =59,
3 -5 -1 2 -5 -1
3 1 5 3 -4 1
Dy=det|2 -1 1 |=37,D,=det|{2 -3 —-1|=-6
3 2 -1 3 =5 2
L 1‘:%:—597y:%:_37’z—%2:6 i
ar+y+z = 4
r+by+z = 3;a,beR
r+2y+2z = 4
[ a 1 1 4 1 1
D=det|1 b 1| =b(l—a)#0,Dy=det|3 b 1| =1-2b,
1 26 1 4 2b 1
a 4 1 a 1 4
Dy=det|1 3 1|=1—-a,D,=det|1 b 3| =4b—2ab—1,
1 4 1 1 26 4
_ D —9ab—
preb;éO/\a;él,x:%:b%lfs),y_ﬁ:%,z:%:“bb(f_l;)l i




Priebezné pisomné zadanie ¢.3.
. Vyndsobte polynémy:

(a) 2% — 623 + 5z —1)(2? — 224+ 2) [2z* — 62° — 2% 4 Tz — 2]
(b) (323 + 2% + 2 — 2)(323 + 822 — 22 — 1)
925 + 272° 4 5a* — 323 — 1922 4 3z + 2

. Vydel'te polynémy so zvyskom:

(a) (22* — 323 +42% — 52 +6) : (22 — 3z + 1)
(222 + 3z + 11, zvysok 25z — 5|
(b) (23 —2%—2):(z+2) [#% — 3z + 5, zvysok — 10]

. Pomocou Hornerovej schémy vydel'te polynémy so zvyskom:

(a) (z*—223+42% —62+8): (z—1) [#% — 22 + 3z — 3, zvysok 5
(b) (4z3+2?) : (z+1+1) [42? — (3+4i)x — (1 —Ti), zvySok 8 — 6i
. Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte f(c):
(a) f(x)=a*—323+62% - 100+ 16, c =4 [136]
1
(b) f(x) =62t — 723 + 4z + 2, c=-3 [1]
. Aké podmienky musia spiflat’ komplexné &isla p, ¢, m, aby polyném z* +
pz?+¢q bol delitelny polynémom x2+ma+17? [m =0,g—p+1=0alebog=1,p=2—- m2]
. Uréte ¢&islo a tak, aby ¢islo ¢ bolo koreriom polynému f:
(a) f(z)=a3+22°2 —ax +2, c=3 [%]
(b) f(z) =22 —az* — 2® + ax® + 3a, c= —1 (3]

. Zistite kol’kondasobnym korefiom polynému f je ¢islo c:

7) = 25 —42° + 62% — 823 + 1022 — 8z +8, ¢ =2 [dvojndsobny]
5 —bat 4+ 7x3 — 222 + 42 -8, c=2 [trojndsobny]
4+ 72* + 1623 + 822 — 162 — 16, ¢ = —2 [stvorndsobny]

—2igd —at — 22+ 2ix+ 1. c=1i [trojndsobny]

. Najdite racionédlne korene polynémov:

(a) 22" —13254+62°+132* 1822 +292%—22x+3, |1 — dvojndsobny, — ;

(b) 6zt —11a® — 2 — 4, [-2,2]

13



(c) 10x* — 1323 + 1522 — 182 — 24 [nem4 raciondlne korene]

( 21
(d) 2425 +10z* — 23 — 1922 — 50+ 6 [3,2, ﬂ

(e) ® +a* — 62% — 1422 — 11z — 3 [—1- Stvorndsobny]

9. N4jdite kanonicky roklad polynémov nad C:

i(x+1) (x— \/§2+i> (m— _\/§+i>

(b) z* -1 [(z —1)(x+1)(z —i)(z +1)]

a3 (- 28) (-5

10. N4jdite kanonicky roklad polynémov nad R:

(a) iz3 + 1

(c) 6zt—1123—22—4

(a) ' +4 [(2? —22+2) (2 + 22+ 2)]

(b) 25 -8= [(z—V2) (z+V2) (22 — V22 + 2) (2% + V22 + 2)]
(c) 3z* — 1822+ 9

3<x_\/6+2\/§+\/6—2\/§ L V6+2v3-V6-2V3)

2

2
.<x+ \/6+2\/§+\/6—2\/§> <x+ \/6+2\/§—\/6—2\/§>

2 2

RV

(e) 225 + 325 4+ 23 + 322 — 1 {2 (:17 - ;) (x+1)3(2? —x + 1)}

(f) 2% —22° + 2* +42% =8z + 4 [(z — 1)*(a? 4 2z + 2)(a? — 22 + 2)]

(d) 4ot + 22 +1

11. Napiste rozklad na elementdrne zlomky nad C (bez vypoctu koeficientov)
racionédlnu funkciu:

1
() 58Pt + 12+ 16)
a n b c d

+ - -
(@-2? z-2 (xj?)1+i\/§)3 (:c+ql+i\/§)2

,

+ + + +

+14iv3 (;c+1t—z'\/§)3 (x+1-iV3)2 z+1-4iV3
S

+
r—14ivV3 x—1—4iV3
(b) 322 +1 a b
(223 + 422) (22 — 4)

by 4y e
2z (z+2)?2 z+2 x-2

14
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12. Napiste rozklad na elementarne zlomky nad R (bez vypoctu koeficientov)
racionédlnu funkciu:

1
(&) (z3 — 8)2(z* + 422 + 16)’
i a b cx+d ex +p
(x—2)2+33—2 (22 42z +4)3 ($2+2x+4)2+
qr + 1 st 4t
L 22+2x+4 22-—-22+4
(b) 322 +1
(223 4 422) (22 — 4)
a b c d e
_E—FE (x+2)2+x+2+x—2}
z+1
(c) (z* —16)(z3 + 8)
a b c dr +e rT+ S
{(x+2)2+x+2+x—2+m2+4+x2—2x+4]

13. Rozlozte na elementédrne zlomky nad C racionalnu funkciu:
(a) 4 11 n i
z4—-1 |z—-1 z+1 z—4¢ =x+1
) x3+3m2+(3+i)'1:+2 i N 1 .
(x+1)3(x —1) (x4+1)3  x—i

14. Rozlozte na elementarne zlomky nad R raciondlnu funkciu

1

622 +Tx+4 1 4
(2) B) {Tﬂ T T 2m71}

23 4+ 322 -1
(b) 28 — 5x® + 132* — 1822 + 1222 — 8z + 12
(z —2)(2? — 22 + 2)?

3 2 8
|:.'13 + 1 + z—2 + 22742 - (1‘2—211:+2)2:|

(©) 4 — 8at + 52 — 2+ + 1
(222 — x)?

5 1 10 6
[93 Il (2171)2}

(d) —x* — 323 + 1022 — 4z + 1
(z—1D)(z*—23—z+1)

1 2 r—2
|:(z—1)3 T =1 + a:+:52+1:|

15



10.

11.

Priebezné pisomné zadanie ¢.4.

. Najdite definiény obor funkcie f (z) = ¥24=2 1 ]og (1—2%).[D(f)=(-1,00U(0,1)]

sin 2z

. Néjdite definiény obor funkcie f (z) = In (1 — log (z? — 5z + 16)) . [D (f) = (2, 3)]

. Dand je funkcia f (z) = log (”2_2) . N4jdite

x

(a) definiény obor funkcie, [D (f) = (f\/z 0) U (\@, oo)]
(b) vsetky reélne ¢isla, pre ktoré je f (x) > 0. [Ak = € (—1,0) U (2,00), potom f (z) > 0.]

. Néjdite definiény obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo nepdrna ak

f(x)=xllog(z+1)—logx].[D(f) =(0,00), f ani parna ani nepdrna]

. Néjdite definiény obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo nepdrna ak

f(z)=<%"a>0.[D(f) = R, parna funkcia]

. Pre funkciu f (z) = |z|—= néjdite definiény obor, podmnoziny definiéného

oboru, na ktorych je funkcia rasttica alebo klesajiica, zistite ¢i je ohranic¢end
a nacrtnite jej graf.

B ) 2z pre x<0
D(f)=R, f(z) = |z| $_{ 0 pre x>0

na (0,00) je konstantnd, zdola ohrani¢end min,cg f (z) = 0.

, na (—00,0) je klesajtca,

. Ndjdite definiény obor funkcie, obor funkénych hodnot. N&jdite inverznid

funkciu. Nacrtnite graf funkcie aj inverznej funkcie, ak f () = —4+3/z.
. o _ wtd 2
[D(f) = (0,00) , H () = (4,00),, je prosta = : {~4,00) — (0,00), f~ (x) = (252)°]

. Ndjdite defini¢ny obor funkcie, obor funkénych hodnot. N&jdite inverznid

funkciu. Nacrtnite graf funkcie aj inverznej funkcie, ak f(x) = 1+
In(z+2).

[D (f)=(-2,0),H(f) =R, jeprostd f71 : R — (=2,00), f~1(z) = -2+ e”_l.}

. Vypocitajte limitu lim,_,o % [9]

Vypocitajte limitu limz_,% (ﬁfjﬁ. [6]

Vypocitajte limity v bodoch, v ktorych funkcia f(z) = ﬁ nie je
definovand. Zistite, ¢i je ohranicend a nacrtnite priblizne jej graf.
[Funkcia nie je definovand v bodoch, kde je |x2 — 16| =0,tj. z12==+4
Tak mdame D (f) = (—o0,—4) U (—4,4) U (4,00) = R\ {—4,4} . Vypodi-
tame limitu iba v bode a = —4. Limity v bode a = 4 vypoc¢itame podobne:
lim,_,_4- ﬁ =00, lim,__, 4+ ﬁ = 00, odkial plynie, ze funk-
cia nie je zhora ohranicend. Pretoze plati ﬁ > 0, funkcia f je zdola
ohrani¢end. Graf nacrtnite sami.]
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. Vypocitajte limity funkcie f v bodoch, v ktorych nie je definovana. Zistite,
2
55, x€(=3,3)
3
z°—16x T ¢ <_3’3>

z2-9

[D(f) = (—o00,—3) U (=3,3) U (3,00) = R\{-3,3}. Vypocitame lim-

¢i je ohranicend a nacrtnite priblizne jej graf, ak f (x) =

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

itu iba v bode a = —3. Limity v bode a = 3 vypocitame podobne:

hmx—>—3* f ((E) = hmx—>—3*

25 —162
z2—9

=00, lim, 3+ f(2) =lim, , 3+ ;7= =

x

—o0, odkial’ plynie, Ze funkcia nie je ohrani¢end. Graf naértnite sami.]

Vypocitajte limitu lim, o (\/x +3 - \/5) . 0]

Vypocitajte limitu lim, o, = (\/ 2 4+1-— x) . [

Vypocitajte limitu lim, ., o x (\/ 2 +1-— :c) . [—o0]

Vypocitajte limitu lim,_,q

Vypocitajte limitu lim, oo (%) = [6_1]

e (8]

z+

Vypoéitajte limitu lim, ., S22, [0]

x

Vypocitajte limitu lim, o cotg z. [1]

Vypocitajte limitu lim,_, o

Vb6+x—2
x+2

17
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Priebezné pisomné zadanie ¢.5.

. Zistite, ¢ je funkcia f (z) = 5z + 22 — 6 spojitd v bode a = —3, 0, 1.

[Je spojita vo vsetkych bodoch.]

. Zistite, ¢ je funkcia f (z) = 43,16 spojita v bodoch a = -2, 0, 4.

[Je spojita v bodoch a = —2, 0 V bode a = 4 nie je definovand, preto tam nemoze byt’ spojita.]

. Zistite, ¢i je funkcia f(x) = \/7@ spojitd na intervale (1,3), alebo na
(1,3).

[f = g, kde h: (1,00) — R, h(z) =vVx —1,g:(-00,3) — R, g(z) =
V3 — x,8u spojité, potom f : (1,3) —, f(z) = ﬁﬁ:ije podiel dvoch
spojitych funkcii, teda je spojitd, alebo to ukdzeme takto: Vz € (1,3)

plati: lim,_ ., f () = lim,__, \/;V;C:alc = \/7”;:(1 = f(a)]

4 — 2x xe(l %)

. Zistite, ¢i je funkcia f(z) = { 97 me (§7oo)
2

, spojitd v bode

=3
a= 3.

[Plati: funkcia f (x) nie je v bode a = g definovand, preto v tomto bode ani neméze byt Spojit&i.]

8eP? x <0

p—3z >0 ,bola

. Ur¢te hodnotu parametra p tak, aby funkcia f (x) = {
v bode a = 0 spojité.
Plati: lim,_,g- f (x) = lim,_,o- 8eP* = 8,

Funkcia je v bode a = 0 spojitd ak plati:

. Vypocitajte derivdcie funkcif:

5+ 4x

fi(z) =4/sin (2;6)7 fo(x) =43 f3(x) =In 31 7a fa(x) =2107%, f5(z) =Insin 2.

fi(x)= ﬁ fh(z) =3.1n4.4%,

3,/sin( 2

F (@) = g2y £ (@) = 1077 (-2 n10), £} () = 2cotg 2a.

. Vypocitajte derivécie funkcif:

fi(x) = arcsin vz, fo(x) = zvarcsinaz++/1 — a2, f3(z) = arctg (a: V14 xz) .

1— x
I _ 1 / _ : / _ 2241
P10 = sy £ (0) =arwing, 1 (@) = |
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8. Pre funkciu f (z) = ’x2 —x— 2| najdite f’. V bodoch, v ktorych derivécia
neexistuje vypocitajte derivdciu sprava a derivdciu zl'ava. Naértnite grafy

10.

11.

12.

13.
14.

15.

falf’
I 22—z —2 pre < —1 T
f(a:):|x2—z—2|: —x? 4+ +2 pre —-l<x<2,
22—x—2 pre T > 2
20 —1 pre r < —1
fl@)=<¢ —2x+1 pre —-l<zx<2
2c —1  pre T >2
. x)—f(— . I2—:17—
) =ty HEELE —dim, - R = 3
fly) =timg e FEEIGE = tim, e =2 =3 [ (1)
R R T L
Fo2) = lim, o T2 — iy, 2222 = 3

N4jdite rovnicu dotyénice a normdly ku grafu funkcie f (x) = e™* cos2x

v bode A= (0,7).
[A=0,1),t:z+y—1=0,n:z—y+1=0]

N4jdite rovnicu dotyénice a normaly ku grafu funkcie f (z) =ln(z+1) v
bode A = (0,7).

[A=(0,0),t:z—y=0,n:z+y=0]

Ku grafu funkcie f (z) = z In 2 ndjdite rovnicu normaly, ktord je rovnobeznd

s priamkou p: 2z — 2y + 3 =0. [n:y—x+3e’2=0]

Zistite, ¢ Rolleho veta plati pre funkciu f(z) = 1— ¢/z na intervale (—1,1).

Overime, ¢ s splnené predpoklady Rolleho vety:

a) f je spojitd na intervale (—1,1),
b) f nie je diferencovatelna na (—1,1), pretoze f’(z) = —

1

ak z # 0, ale f/(0) 7,

predpoklady Rolleho vety nie sui splnené,
teda Rolleho veta pre danui funkciu a interval neplati.

Vypocitajte limitu lim, ¢

sinz—x

: [—1, pouzite L’ Hospitalovo pravidlo]

resinez—x " °
Vypocitajte limitu lim,_, g+ (¥ — 1) cotg .

[0, pouzite L’ Hospitalovo pravidlo: lim,_,q+

sinx

(e"—1)cosx ]
Vyp()éf aj(e limitu lim — 71‘,274 g (7x)
T—2 T 2 4 )

4 .- s . . Lo
[—ﬂ, pouzite L’ Hospitalovo pravidlo: lim,_.o 7 cos(2)
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Priebezné pisomné zadanie ¢.6.

. Zistite priebeh funkcie f (z) = (i””__l)12 a nacrtnite jej graf.

[1) D(f) = R\{1} = (~00,1)U(1,00), f(3) = 0, spojitd, lim, 1 32555 =
00, priamka x = 1 je vertikdlna asymptota.
3

2) Plati —1 € D(f) = 1 ¢ D(f). Funkcia nie je ani pdrna, ani nepdrna.
) Pretoze m4 iba jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodicka.
4) f'(z) = — T 9”1)3, ak © € (—00,0) f'(z) < 0 klesajica, ak = €
(0,1) f'(x) > 0 rastuca, ak z € (1,00) f'(x) < 0 klesajuica.
5) f(0) = —1 = lokmin f(x) = mingep(s) f(z).

)
6) f '(x) dz42 " ak x € (—00,—2) f"(x) < 0 konkdvna, ak z €

= @-Do 2
(—3,1) f”(x) > 0 konvexnd, ak = € (1,00) f”(x) > 0 konvexna.
7) V bode z = %, f(=3) = =2 je inflexny bod.

8) limy 400 2 (w 1)2 =0. Prlamka y = 0 je asymptota v bode co aj —
Graf nacrtnite sami s pouzitim bodov 1)-8). H(f) = (—1,00).]

. Zistite priebeh funkcie f (x) = # a nacrtnite jej graf.

[1) D(f) = (0,00), f(1) = 0, spojité (podiel dvoch spojitych). 2) Plati
D(f) = (0,00). Funkcia nie je ani pdrna, ani neparna. 3) Pretoze m4 iba
jeden nulovy bod (vid' 1)) nie je periodickd. 4) f'(z) = —2f ak z €
(0,1) f'(z) > O rastuca, ak x € (1,00) f'(x) < 0 klesajica. 5) f( )=1=
max,cp(p) f(z). 6) f/(z) =222 ak € (0,e2) f”(x) < 0 konkdvna,

ak z € (e2,00) f”(z) > 0 konvexné. 7) V bode = = ez, f(e2) = %e_%

je inflexny bod. 8) lim, g+ Hgﬂﬂ = lim, o+ tlnz + 1 = —oo0. Plliamka
x = 0 je vertikdlna asymptota funkcie. lim,_ o H}vﬂ = lim; oo ¥ = 0.

Priamka y = 0Oje asymptota v bode co. Graf naértnite sami s pouzitim
bodov 1)-8). H(f) = (—o0,1).]

. Zistite priebeh funkcie f (z) = (1 — 3z) €** a naértnite jej graf. [vid’ ma-
online]
. Zistite priebeh funkcie f(x) = 3:2%:?_3 a nacrtnite jej graf. [vid ma-
online]

. Zistite priebeh funkcie f (z) = In (4 — a:2) a nacrtnite jej graf. [vid ma-
online]
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