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1. RACIONALNE FUNKCIE

Definicia 1.1. Komplexna funkcia

kde f, g st polynémy, g # 0, sa nazyva raciondlna funkcia. Ak st(f) < st(g), funkcia F sa
nazyva rydzoraciondlna.

Pozndmka 1.1. Definiénym oborom racionalnej funkcie F' je mnozina C \ {z € C; g(z) = 0}.

Priklad 1.1. Funkcie
223 — iz + 1 22 +4z+1

F - =
(z) 2+ (2—-i)z +2’ Gla) 325 — 23 + 22 + 2

st raciondlne, funkcia G je rydzoracionalna.

Poznamka 1.2. Ak f,g € P(R), hovorime o redlnej raciondlnej funkcii, ak f,g € P(C),
hovorime o komplexnej raciondlne;j funkcii.

Definicia 1.2. Elementdarnym zlomkom nad C (komplexngm elementdrnym zlomkom) nazy-

vame kazda raciondlnu funkciu a

F(z) = @
kde a,a € C, k € N.
Elementdrnym zlomkom nad R (redlnym elementdarnym zlomkom) nazyvame kazd raciondlnu
funkciu
Fo) = —

(z — o)t

kde a,a € R, k€ N a
ax + b

(22 + px + ¢)*
kde a,b,p,q € R, k € N, polyném z? + pz + ¢ nema realne korene.

G(z) =

Veta 1.1. Kazda komplexnd (resp. redlna) raciondlna funkcia sa da vyjadrit v tvare stiétu
komplexného (resp. redlneho) polynému a kone¢ného poctu elementarnych zlomkov nad C (resp.
R)

O

Tomuto tvaru racionalnej funkcie hovorime rozklad raciondlnej funkcie na elementdrne zlomky
nad C (resp. R).

Postup pri rozklade racionalnej funkcie H(z) = % na elementarne zlomky nad C (resp. R):

(1) Vykoname delenie polynémov f, g so zvyskom:

f(z) = g(z)q(z) +r(z), st(r) <st(g)
odkial
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x
@)= 2y +
9(z)
Tym sme ziskali vyjadrenie raciondlnej funkcie H v tvare sié¢tu polynému a rydzoraci-
onalnej funkcie.
(2) Najdeme kanonicky rozklad polynému g nad C (resp. R).
r(z)

(3) Rydzoracionalnu funkciu 9@ rozpiSeme na stcet elementirnych zlomkov tak, Ze ku kaz-

dému ¢initelu z kanonického rozkladu polynému g (okrem najvyssieho koeficienta) pri-
davame zlomky:

k al a9 Qg
p— H e -
(z-a) x—a+(x—a)2+ +(x—a)k
k biz + ¢ bz + ¢ brr + ¢
(22 + pz + q) T L LI
2 +pr+q (22 +pz+q) (% + pz + q)

(4) Vypocitame koeficienty a;, b;, c;.
Priklad 1.2. Rozlozte na elementirne zlomky nad C raciondlnu funkciu

3+ 222 —x

C@) = e @ 1

Riesenie
Funkcia G je rydzoracionalna, preto nie je potrebné vykonat delenie. Kanonicky rozklad me-
novatela je

2(z+)?(x — i) (z + 1)
Funkciu G moézeme preto vyjadrit v tvare

2+ 222 —x a b c d

- ~ = + + -+ .
2+ 1D)%(z —i)(x+i) z+1 (z4+1)?2 z—1 x+i
kde a,b,c,d € C. Koeficienty a,b, c, d vypocitame tak, Ze predchddzajicu rovnost vynisobime
menovatelom racionalnej funkcie G, ¢im dostaneme rovnost polynémov

234+ 22° —x =2a(z 4+ 1)(z —i)(z 4+ 1) +2b(z — i) (x + i) + 2c(z + 1) (z + i) + 2d(z + 1)*(z — i)
Upravou polynému na pravej strane rovnovnosti na normélny tvar dostaneme

23+ 222 — x = (2a + 2¢ + 2d)2® + (2a + 2b + 4c + 2¢i + 4d — 2di) 2’ +
+ (2a + 2¢ + 4ci + 2d — 4di)z + 2a + 2b + 2¢i — 2di

Tato rovnost je splnend prave vtedy ked

1 = 2a+2c+2d
2 = 2a+2b+4c+ 2ci + 4d — 2di
-1 = 2a+2c+4ci + 2d — 4dq

0 = 2a+2b+2ci — 2di
VyrieSenim tejto stistavy rovnic dostaneme a = 0, b = %, c= lTi, d= % a mozeme napisat
rozklad funkcie G na elementarne zlomky nad C:
z? + 2% — 1 1+ 1—

2z + 1)2(z —i)(z +1)  2(z+ 1)2 * 4(x — i) + 4(x + 1)

Uvedieme si druhy sposob vypoctu koeficientov a, b, ¢, d. Sta¢i si uvedomit, Ze rovnost

23+ 202 — 2 =2a(z +1)(z —i)(z +14) 4+ 2b(z — i) (z +1) + 2c(z + 1) (z 4+ i) + 2d(z + 1) (z — 1)
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je pravdivad pre kazdé r € C. Dosadenim konkrétnych hodnét za x do tejto rovnosti dosta-
neme sustavu rovnic, z ktorej vypocitame hladané koeficienty. Vyhodné je dosadzovat korene
menovatela racionalnej funkcie GG, v naom pripade éisla —1, i, —i:

r=-1: —1+2+1=2b(-1-4)(-1+1)
T=1: —i—2—14 = 2¢(1 +1)22i
T=—i: i—2+i=2d(1 —14)?(—2i)

Odtialto Tahko vypocitame b, ¢, d. Na vypocet koeficienta a pouZijeme niektord z predchadza-
jucich rovnic, ktoré sme ziskali porovnanim koeficientov rovnakych polynémov alebo dosadime
do tychto polynémov za = hocijaké ¢islo, napr.

z=0: 0=2a(—1)i+2b(—1)i + 2ci + 2d(—1)

a odtial vypoéitame a.

Priklad 1.3. Rozlozte na elementirne zlomky nad R racionalnu funkciu
3+ 222 — 2
2(x +1)2(z2 + 1)

G(zr) =

Riesenie
V tomto pripade mame hotovy uZ aj kononicky rozklad menovatela nad R a méZeme pisat
rozklad racionilnej funkcie:

23+ 222 -z a b cr+d
e+ 122 +1) o+l (@rl)P 41
Po vynasobeni menovatelom racionalnej funkcie dostaneme
234202 —x=2a(x + 1) (22 + 1) +2b(x? + 1) + 2(cz + d) (z + 1)?

Dosadme sem redlne korene menovatela raciondlnej funkcie (mdzu sa aj imagindrne, ale nie je
to moc vyhodné, lebo dostaneme rovnice s komplexnymi koeficientami).

r=-1: —-14+24+1=2b(1+1)

odkial b = % Dalsie rovnice ziskame porovnanim koeficientov polynémov, napr. sta¢i porovnat
koeficienty pri 23, z, 0.

z3 1=2a+4+2c

T —1=2a+2c+4d

20 0=2a+2b+2d
VyrieSenim tejto ststavy dostaneme a = 0, ¢ = %, d= —%. Potom kanonicky rozklad funkcie
G nad R je

3+ 222 — 2 1 z—1

e+ 122 +1)  2@+1? 2@+
m

Cvicenie 1.
(1) Rozlozte na elementarne zlomky nad C (bez vypoctu koeficientov) racionalnu funkciu:

a b c d
1 o Ve T rivar T Gririvae
[4 b q r
(a) (23 — 8)2(z4 + 422 + 16) +z+1+i\/§ - (z+1—iV/3)3 - (z4+1—iy/3)2 + z+17i\/§+
S t
+x—1—|—i\/§ - z—1—iV3
322 +1 b p
(b) (223 + 422) (22 — 4) 2Tt (:n-f2)2 Tt xi2j|
rz+1 b d
(C) (I4 _ 16)(233 + 8) (mf2)2 + z+2 + :vi2 + x—21 + :v—i2z' + Ifliiﬂ + zfliiﬂ}
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(2) Rozlozte na elementarne zlomky nad R (bez vypoétu koeficientov) raciondlnu funkciu:

1 cx+d er+p

) -
(:v—a2)2 tzat (x2+22+4)3 + (m2—|—2x—|—4)2+

a
RNCER RS D P |
322 +1 J -
®) G T a0 B e R
z+1 b d 1
(c) (:c4 _ 16)($3 +8) [(mf2)2 + 742 Tt x"fii + x2721:24;14_
(3) Rozlozte na elementarne zlomky nad C racionilnu funkciu:
4 1 1 . .1
(@) 57— [m—x—HJrﬁ—#i_
(b) 3+ 322 + (3 +i)x + 2 [ i
([E + 1)3(x — Z) (x+1)3 z—1
© 4% — 122+ 4 2o L2+
(22 — 2z + 2)? (z—1+42)* 7 (z—1-0)?
4z —1 V3+i —V3+4i |
@ o [2( 7t % van T et
(4) Rozlozte na elementarne zlomky nad R racionalnu funkciu:
(a) ST T2 4 a1
203 + 3x2 -1 2r—1 (z+1)? z+1 |
28 — 525 + 1321 — 1823 + 1222 — 81 + 12 9 ]
(b) T+ 145+ @ 7+
(I _ 2)(232 — 2z + 2)2 T— 2 (z 2:10—1—2) % —21+2 |
4a® — 82t + 523 — 2 4 x4+ 1 6 10
(©) (222 — )2 [“T “lt e T T 7+ 2

z8 + 5
(23 = 1)(z2 +x+1)
—zt =323 +102% — 4z + 1 .
(e) (z -1z — 23—z +1) [( )3+:1: T 2-|—:v+1

—1lz45 2 ]
[‘” + 5 T A T




