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1. MATICE

Hodnost matice.

Veta 1.1. Nech matica B vznikne z matice A jednou ERO resp. ESO. Potom plati

(1) ak su riadky matice A linedrne nezavislé, tak st linedrne nezavislé aj riadky matice B.
(2) ak su riadky matice A linedrne zavislé, tak st linedrne zavislé aj riadky matice B.
(3) maximdlny pocet linedrne nezavislych riadkov v maticiach A, B je rovnaky.

Dékaz

Nech matica A ma riadky Ay, As, ..., Ay anech matica B vznikla z matice A pomocou ERO
As := Ay + aA;. Potom riadkami matice B st B; = Ay, Bs = A + A, Bg = Ag, ...,
Bmn=An.

(1) Nech riadky matice A st linedrne nezavislé.
Zistime, pre aké ¢isla aq, ..., auy,, plati

OzlAl + ag(Az + OZA;[) + 013A3 + -+ OémAm =0
Thto rovnost mozeme upravit na

(011 + Oéga)Al + 012A2 + 013A3 +---+ OémAm =0

Z linearnej nezavislosti vektorov A1, Aa, ..., Ay, vyplyva
ar+aa=0, as =0, a3 =0, ..., @y, =0
odkial
a1 =0, ag =0, a3 =0, ..., o, =0

To vSak znamend, Ze riadky matice B st linedrne nezavislé.
(2) Nech teraz riadky matice A st linearne zavislé. Existuju teda ¢isla aq, ..., am, z ktorych
aspon jedno je rézne od nuly tak, ze

a1Ay +asAs +a3Ag+ -+ A =0
T4to rovnost sa da upravit na
(011 — 0[20[)A1 + 052(A2 + OéAl) +a3Ag+---+a,An=0

a pritom aspon jedno z ¢isel a; —asa, asg, ..., a,, je rozne od nuly. To v8ak znamen4, Ze riadky
matice B su linedrne zavislé.

(3) Nech maximdlny pocet linedrne nezavislych riadkov v matici A je r a v matici B je s.
Nech v skupine r linedrne nezavislych riadkov matice A nie je druhy riadok. Potom tieto riadky
st aj v matici B, a preto r < s. Ak sa v tejto skupine r linedrne nezavislych riadkov matice A
druhy riadok nachédza, sta¢i ho nahradit riadkom As+ A7 a dostaneme r linedrne nezavislych
riadkov matice B. Takze opit r» < s. Na druhej strane matica A vznikne z matice B pomocou
ERO B := By — aBj, a tak na zaklade predoslych ivah s < r. Potom v8ak musi platit r = s.

Nech teraz matica B vznikla z matice A pomocou ESO Sg := S3 + oSy, kde S1,S3 st
prvy a druhy stipec matice A. Pre linedrnu zavislost ¢ nezavislost riadkov matice A resp. B je
rozhodujtce ¢i rovnost

OzlAl + agAz + 0[3A3 + -+ OémAm =0
1
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resp.
Olel + 012B2 + 0[3B3 +-+ amBm =0
je splnend aj pre nenulové ¢i len pre nulové éisla ag, ..., . RozpisSme tieto dve rovnosti po
zlozkach. Pritom si treba uvedomit, Zze ak A; = (aji1,aj2,a43,...,a5,), tak B; = (aj1,a52 +
Qaji,a;3,...,05,). Ziskame tak dve ststavy linedrnych rovnic o nezndmych aq, ..., ap.
ajl1oq + as109 + as1 g + -+ Am10m =
G120 + G0 + azaa3 + - - -+ Apmatuy =
a13a1 + G302 +az3az + - A A3ty =
101 + Q200 + 37,03 + *+ + Ay = 0
resp.
al1oq + ag10 + aziaz + - + ami1am =0
(a12 + arr)oq + (a2 + aas)ae + (a32 + aasi)as + - + (ame + @ar)oy =0
a130 + agzan + aszzaz + - + Gz, =0
G1n 01 + agnig + agpaz + - + GmnQm =

Jasne vidiet, Ze si tieto ststavy ekvivaletné, lebo druhd sistava vznikne z prvej pripocitanim
a-nasobku prvej rovnice k druhej. To ale znamenad, Ze obidve sistavy maji rovnaké riesenia, a
teda riadky matice A st linedrne zavislé prave vtedy, ked st linearne zavislé riadky matica B.
Keby sme v tejto ¢asti dokazu skupinu vsetkych riadkov matice A nahradili skupinou M4 jej
r riadkov a skupinu vSetkych riadkov matice B skupinou Mp jej riadkov, pricom Mg = M4,
ak M4 neobsahuje riadok Ao, v opa¢nom pripade Mp vnikne z M, nahradenim riadku As
riadkom Ay + aAq, tak prideme k ziveru, ze M4, Mp s stcasne linearne z4vislé alebo sucasne
linearne nezavislé. Z toho potom vyplyva, Zze maximalny pocet linearne nezavislych riadkov v
oboch maticiach je rovnaky.
Do6kaz pre iné ERO ¢i ESO je podobny.
O

Veta 1.2. Nech matica B vznikne z matice A jednou ERO resp. ESO. Potom plati:

(1) Stipce matice A st linedrne nezavislé prave vtedy, ked st linedrne nezavislé stipce matice
B.
(2) Maximalny pocet linedrne nezavislych stipcov v maticiach A, B je rovnaky.

Dékaz je podobny ako v predchadzajicej vete.

O
Veta 1.3. Nenulové riadky stupnovitej matice st lindrne nezavislé.
Dokaz
A,y
Ay
Nech A = . je stupnovitd matica typu m xn, kde Ay, ..., A; s jej nenulové riadky
Ap
aAsyr == Ay =0, Aj = (aj1,a52,...,aj,) pre j € {1,...,s} anech aj;; je vedici prvok
riadku A;. Potom 1 < k) < ko <--- < ks <mnaajk=0prek <Ek;.
Zistime, pre aké ¢isla aq, ..., ag plati
atA+aAs+ -+ aA; =0
Zapisme to po zlozkach, pricom uvedieme len zlozky na miestach ki, ko, ..., ks

alalkl -
o101k, + 202k, =

Qa1 + Qoagg, + -+ asag, =0
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Tato ststava linedrnych rovnic ma jediné riesenie (v, ..., as) = (0, ..., 0), ¢o znamena, ze
nenulové riadky matice A st linedrne nezévislé.

O

Veta 1.4. V kazdej matici sa maximalny pocet linedrne nezavislych riadkov rovnd maximalnemu
poctu linedrne nezévislych stipcov.

Dékaz

Nech maximalny pocet linedrne nezavislych riadkov matice A typu m x n je r. Pomocou
ERO upravme maticu A na redukovant stupnovitii maticu. Tato matica ma prave r nenulovych
riadkov. Zameiime v nej poradie riadkov tak, aby vedici prvok prvého riadku bol v prvom stlpci,
vedtici prvok druhého riadku v druhom stipci atd, aZz vedtci prvok r-tého riadku bol v r-tom
stipci. Dostaneme tak maticu

]-a Oa Oa R 07 b1r+1a tee bln
05 15 05 R 03 b??‘-l—la R b?n
0, 0, 1, ..., 0, b3rq1, ..., b3y
B0 0000 1 by s b
0, 0, O , 0, 0, , 0
0, 0, 0 ., 0,0, ;0

Prvych r stlpcov matice B je linedrne nezavislych a kazdy dalsi je ich linedrnou kombinéciou
napr.

bin 1 0 0 0
bon 1 0 0
bsn 0 0 1 0
b,«n = bln 0 + b2n 0 + b3n 0 + -+ brn 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

preto maximdalny pocet linedrne nezavislych stipcov v matici B je tiez r. Matica A vznikne z
matice B koneénym poc¢tom EQO. Tie nemenia maximalny pocet linedrne nezavislych stlpcov,
preto v matici A maximalnym poétom linedrne nezavislych stipcov je 7.

O

Definicia 1.1. Hodnostou matice A nazyvame maximalny pocet linearne nezavislych riadkov
matice A a oznacujeme ju h(A).

Veta 1.5. Nech A, B st matice typu m x n, potom
(1) h(A) < min{m, n},
(2) ak A ~ B, tak h(A) = h(B).
(3) h(AT) = h(A)

Dokaz
Tvrdenie je priamym doésledkom definicie hodnosti matice a predchadzajicich viet o maxi-
mélnom pocte linedrne nezévislych riadkov matice.

O

Priklad 1.1. Zistite, ¢i s linearne zavislé alebo nezavislé vektory

(1) (1,2,0),(2,1.2),(4,0,1)
(2) (2,0,3,4),(-3,1,2,1),(1,1,8,9)
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Riesenie
Vektory zapiSeme do matice ako riadky a ur¢ime jej hodnost.

R3:=R3—2R R2:=R2—R.
(1) ;’ f’ (2) R:;::R:;—QRf 0’ 2é (2] R32:=R32—2R32 é’ 2i
4, 0, 1 0, -2, -3 0, 0,

’ ’

Hodnost matice je 3, preto vektory (vSetky tri) st linedrne nezavislé.
2, 0, 3, 4 2, 0, 3, 4

@ [ -3 1, 2, 1 |BReR R 31 2 1 |=B
L 1, 8 9 0, 0, 0, 0

Matica B mé dva nenulové riadky, jej hodnost je najviac dva, a preto dané vektory (st az tri)

st linedrne zavislé.

|
3, z, 10, 1
Priklad 1.2. Uréte hodnost matice A = 2, —1, =z, 3 v zavislosti od parametra
5 10, 30, -5
z € R.
Riesenie
S1:=:S4 Ry:=Ry>—-3R;
SyiiSy 1, 3, 10, =z Rsi— 1Rs R, 1, 3, 10,
A ~ 3, 2, =z, -1 ~ 0, =7, z—30, —1—-3z | ~
-5, 5, 30, 10 0, 4, 16, 2+
Ro:=:R3
Rs:=4R3+7R, 1,3, 10, z
~ 0, 4, 16, 24
0, 0, 4z —8, 10— 5z

’

Maticu A sme upravili na stupnoviti, ktord ma pre £ = 2 dva, pre z # 2 tri nenulové riadky.

Preto
ak x =2, tak h(A) = 2,
ak = # 2, tak h(A) = 3.

Definicia 1.2. Matica typu n X n sa nazyva stvorcovd matica stupna n.
Stvorcova matica sa nazyva

diagondlna, ak vSetky prvky mimo hlavnej diagondly sa rovnaja nule,

jednotkovd, ak je diagonédlna a vSetky prvky na hlavnej diagondle st jednotky (oznacujeme

ju I alebo I,,),
hornd trojuholnikovd, ak vsetky prvky pod hlavnou diagondlou st nuly,
dolna trojuholnikovd, ak vsetky prvky nad hlavnou diagondalou si nuly.

Priklad 1.3.

2, 0, 0
0, 0, 0 | — diagondlna matica
0, 0, 3

1, 0, O
Is=1 0, 1, 0 | — jednotkovi matica
0, 0, 1
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2, -1, 0, 3
0, 0, 1, 5 | , . o .
0. 0. 3. 0 horn4 trojuholnikovd matica
0, 0, 0, 1
2, 0, 0, 0
_13 03 05 0 o . . , . .
0, 1 3 0 dolné trojuholnikova matica
3, 5 0, 1

Definicia 1.3. Stvorcova matica A stupiia n sa nazyva
requldrna, ak h(A) = n,
singuldrna, ak h(A) < n.

Veta 1.6. Matica A je regularna prave vtedy, ked A ~ 1.

Dékaz

Nech A je §tvorcova matica stupiia n. Ak A ~ I, tak h(A) = h(I) = n, teda A je regulirna
matica.

Nech A je reguldrna matica, teda h(A) = n. Maticu A je mo7né pomocou ERO upravit na
redukovant stupnovitt maticu B, ktorej hodnost je tiez n. Vedice prvky riadkov matice B st
jednotky a je ich n. St teda v kazdom stipci. Navyse, nad a pod vediicimi prvkami sti len nuly.

Takato matica je prave jednotkova, teda B = 1.
O

Operacie s maticami.

Definicia 1.4. Nech A = (a;;);, B = (bjr);’ s matice typu m x n. Sictom matic A, B
nazyvame maticu

A+ B = (ajk + bjr)y
Stcinom cisla o a matice A nazyvame maticu
aA = (aaji),

Priklad 1.4. Vypocitajte A — 3B, ak

5, —4, 3 (2, -4, 2
A‘<—2, 7, 0)’ B—<2, 3, —1)

Riesenie

5, —4, 3 6, 12, 6\ [ -1, 8 -3
A_3B_<—2, 7, 0>+<—6, 9, 3 >_<—8, _9, 3)

Veta 1.7. Pre kazdé matice A,B,D € C™*" a o € C plati
() A+B=B+A
2) A+ B+D)=(A+B)+D
(3) a(A+B)=aA +aB
(4) (A+B)T = AT + BT
Dokaz
Nech A = (ajk)gl, = (bjk)nm, D= (d]k)nm Potom
(1) A+B = (aj)y + (0jr)n' = (ak + bje)y' = (bjr + i)y’ =B+ A
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(2) A+ (B +D) = (ajr)y + ((bjr)y' + (dje)n) = (ajk + (bjk + djk))y' =

= ((aji + bj) + djr)™ = (aj + bjp)™ + (djr)? = (A+B)+ D
(3) a(A + B) = Ot(ajk + bjk)nm = (ozajk + Otbjk)nm = (Otajk)nm + (Oébjk)zl = aA +aB
(4) Matice AT a BT maj na (j, k)-tom mieste prvky ay; a by ;. Matica AT +B” m4 potom
na (j, k)-tom mieste prvok ag; + by;, €o je prave prvok matice (A + B)T na (j, k)-tom
mieste.

O

Definicia 1.5. Sucinom matic A € C™*P, B € CP*" (v tomto poradi) nazyvame maticu
D € C"*" definovanu takto: ak

A,y
Ay
A= , , B=(B,By,...,B,),
A,
kde A1, As, ..., A,, st riadky matice A a By, Bo,...,B, st stlpce matice B, tak
AB;, ABy, ..., AB,
D AsBy, AyBy, ..., A3B,
AmBl, AmBQ, ’ AmBn

St¢in matic A, B budeme oznacovat AB.

Priklad 1.5. Vypocditajte AB a BA, ak

2, 0 (1, -2, 3
(I)A_<—1, 1>’ B‘(o, —1, 2)

(2,0)<(1)>, (2,0)<j>, (2,0)(3>
(-1, 1)(3}), (-1, 1)<j>, (-1, 1)(3)

[ 2:140.0, 2-(=2)+0-(=1), 2-3+0-2\ [ 2 -4, 6
“\-1141.0, —1-(=2)+1-(=1), —=1-3+1-2 )\ -1, 1, -1

Stc¢in BA neexistuje, lebo pocet stipcov matice B je iny ako pocet riadkov matice A.

2
(2) AB=(-3,2, 1) 2 | =-3-242.2+1-3=1
3
2 2.(=3), 2-2, 2-1 —6, 4, 2
BA=| 2 |(-3 2 1)={ 2-(-3), 2-2, 2.1 | = -6, 4, 2
3 3-(=3), 3-2, 3-1 —9, 6, 3
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. 2, 2
o -6, 2

2
2
L, 0 _ 0, 4
-1, 2 )\ -4, 4
Poznamka 1.1.

(1) Nésobenie matic nie je komutativne, lebo ako sme zistili v predchadzajicom priklade,
existuju také matice A, B, 7e AB # BA.
(2) Ak A = (aj5);", B = (bsk)n, tak AB = (dj;)}", kde

p
djk = ajlblk + anka + -+ ajpbpk = Z ajsbsk
s=1

Veta 1.8. Nech A,B € C™*" D € C"*P, G € CP*?%, H € CP*™, ¢ € C. Potom

)
) (AD)G = A(DG)
) (A +B)D = AD +BD
) H(A + B) = HA + HB
) «(AD) = (c¢A)D = A(aD)
(6) (AD)T = DTAT

Dokaz

Dokazeme druht vlasnost, ostatné sa dokazuji podobne. Nech A = (ajk)nm, D = (dkr)g,
G = (grs)ga AD = (er)gl, DG = (hks)g- Potom

n p
cr = indir,  hrs =Y dirgrs
k=1 r=1

Prvkom na (7, s)-tom mieste matice (AD)G je

p p n p n n p
Z CirGrs = Z ( ajkdkr) Grs = Z Z ajkdkrgrs = Z Z ajkdkrgrs
r=1 k=1

r=1 r=1k=1 k=1r=1

a prvkom na (7, s)-tom mieste matice A(DG) je

> ajehis =D ajp Y dirgrs = > > ajpdirgrs
k=1 k=1 r=1

k=1r=1
¢o st evidentne rovnaké ¢isla, preto (AD)G = A(DG).

Sustavy linedrnych rovnic a niektoré maticové rovnice.

Veta 1.9. (Frobeniova veta) Ststava linedrnych rovnic ma rieSenie préave vtedy, ked hodnost
matice ststavy sa rovnd hodnosti rozsirenej matice sistavy.

Dokaz
Ak pouzijeme oznagenie S, So, ..., S, pre stipce matice A stistavy (1) a B pre pravi stranu
tejto ststavy, tak ststavu (1) modzeme pisat v tvare

181+ 2289+ -+ 2,8, =B
Nech (¢1, g2, ..., qn) je rieSenie ststavy (1), teda plati
@151+ q2S2+ - +¢.Sn, =B

Stipec B je linedrnou kombinaciou stipcov matice stistavy, preto maximélny pocet linedrne
nezavislych stipcov v matici stistavy a v rozsirenej matici ststavy je rovnaky, ¢ize h(A) =

h(A|B).
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Predpokladajme teraz, 7e matica sistavy a roz$irend matica ststavy maji rovnaka hodnost.
Teda, ak k matici sustavy pridame jeden stipec - pravi sranu ststavy, tak hodnost sa nezmeni.
To je mozné, len ked stipec B je linedrnou kombinaciou stlpcov matice A. Existuji teda také
éisla a1, a9, ..., ay, 7e

a1S| +asSy+ -+ ,S, =B

To ale znamend, ze (a1, ag, ..., ay) je rieSenim sistavy.

O

Veta 1.10. Nech h(A) = h(A|B) = r, kde A je matica ststavy (1) o n nezndmych a B je jej
prava strana. Potom

ak r = n, stistava (1) ma prave jedno riesenie,

ak 7 < n, ststava (1) ma nekonecne vela rieSeni, pricom n — r premennych je mozné volit
Tubovolne.

Dokaz
Tvrdenie je iba preformulovany poznatok ziskany z Gaussovej elimina¢nej metddy riesenia
sustav linearnych rovnic.

O
Priklad 1.6. Rieste v mnozine realnych ¢isel ststavu linearnych rovnic s parametrom a € R.

axry — 2x9 + z3 + 2x4 = 2a + 2
1 + 2ax9 — X3 — x4 = —1
—a’ry  — xo + (1+a)zs +xz4=1
Riesenie
Riesit stustavu linedrnych rovnic s parametrom znamen4 zistit pre aké hodnoty parametra m4
ststava rieSenie a najst vSetky rieSenia. Na rieSenie pouzijeme Gaussovu elimina¢nt metédu.

Ri:=:R»
Ry:=:R3
T4 T To I3 R:2:=R>+R; _ _ _
2 a -2 1 20+ 2 R3:=R3+2Ry ! 1 9 2a b -1
1 1 %, 1 _1 ~ 0 1—a° 2a—1 a 0 ~
1 —a2 -1 14a 1 0 2+4+a 4a-2 -1|2a
T4 9 I3 I
-1 2¢ -1 1 -1 -1 2a -1 1 -1 - D
0 2a—1 a 1-d?| 0 ~ 0 2a-1 a 1—a2 | 0 -
0 4a—-2 -1 24a | 2a 0 0 —2a—1 2d%+a| 2a

Ak 2a —1#0, t.j. a # %, matica D je stupnovita. Jej prvé dva riadky st nenulové. Hodnost

matice a rozsirenej matice sistavy je aspon 2. PresnejSie, ak a = —%,
-1 -1 -1 1]|-1
_ 1 3
D= 0 -2 -5 710
0O 0 0 0f-1

odkial vyplyva, ze hodnost matice ststavy je 2 a hodnost rozsirenej matice ststavy je 3. V tomto
pripade ststava nema rieSenie. Ak a # —%, hodnost oboch matic je 3, ¢o je o 1 menej ako pocet
nezndmych, preto m4 stistava nekonecne vela rieseni, ktoré vypocitame zo sistavy

—x4 + 2az9 — x3 + z1 = -1
(2a =Dz + azs +(1—=a®)z; = 0
(—2a — 1)z3 + (20> + a)z1 = 2a

2a

_ 2a° t _ 46®4+8a®>—2a—1 | —2a%+4a—1
2a+1 + t.

21 2010 T4 = 10?1 201

Ked zvolime 1 =t € R, tak z3 = +at, 9 =
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Ostdva nam vyriesit pripad, ked a = % Vtedy matica D nie je stupnhovita, upravme ju.

Ry:=4R» Ry>:=4Rs—3Rg3
-1 1 —11 % -1 Rs:—Rs+Rs -1 1 -1 1|-1 R,:—iR, Rs
0 0 -2 1|1 0 0 0 41
RQ::%RQ
R3:=-Rj3 13
-4 4 —4 0| -5 R1:=—%f11—Rz 1 -1 00 5,
~ 0 0 8 0]|-3 ~ 0 0 1 0]-3
0 0 0 4|1 0 0 0 1 %
Z tejto redukovanej stupiiovitej matice mozeme hned pisat rieSenie: zo =t € R, 74 = % +t,
I3 = —%, I = i
Zhrnutie:
l.ak a = —1, tak K = ()
2.ak a =1, tak K = {(, t, -2, L +1);te R}
2 3 2 o, _92¢24a—
3. ak a # 5. —3. tak K = {(t’ 4251—1 ~ 5o _23-7-1 +at, +48a%—12a o 2121;111 lt) it e R}
|
Operacia stéinu matic nAm umoziuje takyto zapis sistavy linedrnych rovnic (1)
all, a12, ..., Gip gl by
a1, G2, ..., G2p T2 _ ba
Aml; Am2; ---5; OGmn Ty bm,
alebo
AX =B

kde A je matica ststavy, X je stlpec neznamych a B je prava strana ststavy.

Je to maticovd rovnica. Podme sa zaoberat vSeobecnej§im pripadom tejto rovnice, ked matica
B méze mat viac stipcov ako jeden. Aby bol definovany §a¢in AX a rovnal sa matici B, musia
mat matice A, B rovnaky pocet riadkov a matica X musi mat tolko riadkov ako mé& matica A
stipcov. Nech A je matica typu m x n, B je typu m x p, potom X je matica typu n x p. Nech By,

pre k € {1, ..., p} st stipce matice B a X}, sti stipce matice X, ¢ize B = (B, By, ..., B,) a
X = (X, X3, ..., X,) Potom maticovii rovnicu
AX =B, ¢ite A(Xy, Xy, ..., X,) = (By, By, ..., B)) (5)

mozeme pisat v tvare
AX; =B, AX3; =By, ..., AX; =B, (6)

Kazda z maticovych rovnic AXy = By je vlastne ststavou m linedrnych rovnic o n neznamych s
maticou sustavy A a pravou stranou By. Maticova rovnica (5) ma rieSenie prave vtedy, ked mé
rieSenie kazda ststava linedrnych rovnic v (6), t.j. ked h(A) = h(A|Bg) pre k € {1, ..., p}. To
nastane prave vtedy, ked stipce matice B st linedrnou kombinéciou stipcov matice A, ¢ize ked
h(A) = h(A|B). Pocet rieseni rovnice (5) zavisi od po¢tu rieSeni stistav rovnic v (6). Mdzeme
vyslovit vetu:

Veta 1.11. Maticova rovnica AX = B, kde A je matica typu m x n, B je typu m X p ma
rieSenie prave vtedy, ked h(A) = h(A|B).
Ak r =h(A) =h(A|B) a
r = n, rovnica (5) mé prave jedno rieSenie,
r < n, rovnica (5) ma nekonecne vela rieseni.
O

Riesenie rovnice (5) dostaneme tak, Ze vyrieSime vSetky ststavy v (6). KedZze maji rovnaki
maticu ststavy, modZeme ich rieSit naraz tak, Ze vedla matice sistavy napiSeme pravi stranu
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prvej sustavy, hned vedla prava stranu druhej sastavy az poslednej ststavy, ¢im napiseme maticu
(A|B). T4 upravime na stupioviti maticu a z nej ur¢ime rieSenia jednotlivych ststav zo (6).

Priklad 1.7. Rieste maticovi rovnicu AX = B, ak

2, 1, -3, 1 -3, 1
3, 2, 1, 1 I R
A= 4, 3, 5, 1 |’ B = 5 =7
5 4, 9, 1 9, -—11
Riesenie
Rs:=R4s—Ri—Ro>
2, 1, =3, 1,| -3, 1 R3:=R3—2R; 2, 1, =3, 1, |-3, 1
3, 2, 1, 1,| 1, -3 R2:=2R2-3R1 0, 1, 11, -1,|11, -9
4, 3, 5, 1,| 5, =7 0, 1, 11, -1,|11, -9
5 4, 9, 1,19, -11 0, 1, 11, -1,|11, -9
Ri:=Ri—-R»
Rs:=R3—R. 2, 0, —14, 2, | —14, 10
Rs:=R4—Ro> 0, 1, 11, -1, 11, -9 |Ru=3R: /1, 0, -7, 1, |-7, 5
0, 0, O, 0, 0, 0 0, 1, 11, -1,|11, -9
0, 0, O, 0, 0, 0
T, Y1
Ak pouzijeme oznacenie X = ig’ ZQ , tak z poslednej matice dostaneme ststavy rovnic
33 3
T4, Ya
x1 — Tey + x4 = —7 Y1 —Tys +y4s = 5
x2+11x3—x4:11 y2+11y3—y4:—9

a z nich

r3=r€R, zy=s€R, 21=—T+Tr—s, xo =11 —-11r +s
ys=u€R, yy=veER, y1=50+Tu—v, yp=-9—1lu+v

—74+7r—s, b+Tu—w
11-11lr+s, -9-1lu+vw
T, U
s, v

Riesenim danej rovnice je kazd4 matica , kde r,;s,u,v € R.

|
Maticovii rovnicu XA = B rieSime tak, 7e ju transponujeme, ¢im ziskame rovnicu ATX7T =
BT, ktort u# vieme riesit.

Priklad 1.8. V mnozine redlnych ¢isel rieSte rovnicu AXB = D, ak
1, -1
A:(_2i }),B: -1, 1 ,D:(_E)i _51>
? 1’ 1 ?
Riesenie

Pouzitim substitiicie XB = Y dostaneme rovnicu AY = D. Najdime jej rieSenie

2, 1] 5, —1 2, 115, -1 2, 04, —4 1, 0]2, -2
-1, 1/-1,5 J7\o0 3[3 9 ) \o 1|1,3 )" \o 1|1, 3
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Rovnica m4 jedno riesenie, lebo h(A) = h(A|D) = 2 a pocet stipcov matice A je tiez 2. Tym

rieSenim je zrejme Y = < ?’ _32 ) Ostava nadm vyriesit rovnicu
1, -1
X| -1, 1 = ( f _32>
1, 1 ’

Transponovanim dostaneme rovnicu
1, -1, 1 T 2, 1
<—1, 1, 1>X _<—2, 3)
RieSme ju
1, -1, 1|2, 1 1, -1, 1]2, 1 1, -1, 0|2, -1
-1, 1, 1(-2, 3 0, 0, 2|0, 4 0, 0, 1|0, 2

Hodnost oboch matic BT, (BT|YT) je 2, pocet stipcov matice BT je 3, takZe jednu neznamu v
kazdom stipci matice X7 volime Tubovolne.

24+t, —1+s
X7 = t, S
0, 2
a teda
(24t t, 0
X_(—1+s, N 2>,kdet,sER

|
Na riesenie inych typov maticovych rovnic mozeme pouzit zdkladnti metédu: urcit typ ne-
zndmej matice, oznadit si jej prvky, vykonat pozadované operécie a porovnanim Tavej a pravej
strany dostaneme ststavu rovnic, ktora vyriesime.
p . . 1, -1 1, -1
Priklad 1.9. Rieste rovnicu X-X =0.
2, 1 2, 1
Riesenie
Aby boli definované uvedené sti¢iny, musi byt matica X Stvorcova, stupia 2.
Nech X = < 1, *2

3, T4
1, -1 I, T2 . T1, I9 1, -1 . 0
2, 1 I3, T4 T3, T4 2, 1 o 0
1 — T3, o — T4 _ I + 2:132, —I + 9 . 0,
2:121 + T3, 2:122 + T4 r3 + 2:134, —I3 + T4 o 0,
—2372 — T3, IT1 — T4 . 0, 0
221 — 214, 2x90+xz3 /] \ 0, O

Porovnanim prvkov dostaneme homogénnu ststavu linedrnych rovnic

). Dosadme a upravme

o O o O
N——

—2$2—I3:0
1 —xz4 =0
221 —2z4 =0
2$2+I3:0

ktora vyrieSime

|
N

O\.l\.’Jl—\O
N OO
|—~OO|

|

N
O“ODD—\
S oo
SO RO
ODO'
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Zvolme x3 = 2t, x4 = 8, potom z1 = 8, T9 = —t.
. , . . . © 1. . —t

Riesenim maticovej rovnice je kazda matica X = < 2St’ < >, kde t,s € R.
3

Inverzna matica.

Definicia 1.6. Inverznou maticou k §tvorcovej matici A nazyvame maticu B, pre ktori plati

AB=BA =1

Poznamka 1.2. Inverznii maticu k matici A (pokial existuje) oznaéujeme A~'. Matica A~! je
zrejme Stvorcova, toho istého stupna ako matica A.

Veta 1.12. Nech A je matica typu m X p a B je matica typu p X n. Potom
h(AB) < min{h(A), h(B)}

Dokaz
Maticova rovnica AX = AB ma4 rieSenie (X = B), preto h(A) = h(A|AB). To ale znamen4,
7e stlpce matice AB st linedrnou kombinéciou stipcov matice A, a preto

h(AB) < h(A)
Thto vlastnost maja vsetky matice, pre ktoré je definovany ich stéin, Specidlne teda
h(BTAT) < h(BT)
Potom plati
h(AB) = h((AB)7) = h(BTA”) < h(B”) = A(B)
Nerovnosti h(AB) < h(A), h(AB) < h(B) st ekvivalentné s nerovnostou
h(AB) < min{h(A), h(B)}
O

Veta 1.13. K sStvorcovej matici A existuje inverznd matica prave vtedy, ked A je regularna
matica.

Dékaz
Nech k §tvorcovej matici A stupiia n existuje inverzni matica A~'. Potom AA~" =1, a pre
hodnosti tychto matic plati

n = h(In) = h(AA™") < min{h(A), h(A™")} < h(A)

Na druhej strane, hodnost matice nemoze byt vicsia ako je pocet jej riakov, preto h(A) = n, ¢o
znamena, ze A je regularna matica.

Nech teraz A je reguldrna matica stupia n. Potom h(A) = n a takisto h(A|l,) = n. To
ale znamend, Ze rovnica AX = I, ma riesenie. Ozna¢me ho E. Z takych istych dévodov mé
riesenie aj rovnica ATX = I,,. Nech tym riesenim je matica F. Pre matice E, F plati AE =1,
a ATF = I,,. Transponovanim druhej rovnosti dostaneme FT A =1I,,. Ak by matice E, FT boli
rovnaké, znamenalo by to, ze E je inverzna matica k matici A. Poéitajme

E=1I,E = (F'A)E = FT(AE) = F'1, = FT

O

Inverznd matica k reguldrnej matici A je rieSenim rovnice AX = I. KedZe matica A je

riadkovo ekvivalentn s jednotkovou maticou I, mozeme pri rieSeni uvedenej rovnice postupovat

tak, ze maticu (A|I) pomocou ERO (ESO je nepripustnd) upravime na (I|B) Matica B je zrejme
rieSsenim rovnice AX =1, a teda B =A™,

-2, —6, -3
Priklad 1.10. Vypoditajte inverznt maticnk A = | -2, -7, —4
1, 2, 1
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Riesenie
-2, -6,-311,0,0 1, 2, 1 ]0,0,1 1,2,1]0, 0, 1
-2, -7,-410,1,0 |~ | 0,-2,-1]1,0,2 |~ 0,1,1|1,-1,0 | ~
1, 2, 110,01 0,-3,-2|0,1,2 0,0,1(3, —2,2
1,2,0] -3, 2, —1 ,0,0 1, 0, 3
~lo1,0]-2 1, -2 |~ 01,0|-2 1, —2
0,0,1] 3, =2, 2 0,0,1| 3, =2, 2
, 0, 3
A= -2, 1, =2
3, -2, 2
|
Veta 1.14. Nech A, B st reguldrne matice stupna n. Potom
(1) (AB) ' =B !'A!
(2) (A7) = (a7)"
Dékaz
(1) (AB)(B'A™) =A(BB ) A7' = ATIA' = AA ' =1
(2) AT (A" = (A7'A) =17 =1
O
Inverznii maticu je mozné pouzit aj na rieSenie niektorych maticovych rovnic.
L1 -2, -6, -3
Priklad 1.11. RieSte rovnicu AXB = D, ak A = < 1’ 3 ), B = -2, =7, -4 |,
’ 1, 2, 1
2, -1, 0
D= < 1, 0, -2 )
Riesenie

Matica A je regularna, lebo jej riadky st linedrne nezéavislé (v opac¢nom pripade by jeden
riadok bol ndsobkom druhého), teda k nej existuje inverzna matica. K matici B tiez existuje
inverzna matica (vypocitali sme ju v predchadzajicom priklade). Vyndsobme rovnicu maticou
A~ 7 Tavej strany a maticou B~! z pravej strany.

Al/ AXB=D
A '(AXB) = A'D
XB=A"'D /B!
X =A"'DB!

Vypoéitajme A7

]-7 ]- ]-7 0 r ]., ]. ]_’ 0 r
1, 310, 1 0, 2|-1, 1

Cviéenie 1.
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(1) Urcte hodnost matic:

[1, ak a = —2; 3, ak a=6; 4, aka € R\ {-2, 6}]

[l pre a = —b; 3 pre a # —b]

1, 2, 3, 4, 5
2, 3, 4, 5 1
(c) 3, 4, 5, 1, 2
4, 5 1, 2, 3
5 1, 2, 3, 4
81, 90, 67, 107
21, 15, 23, 11
@ | 39, 60, 21, 85
99, 135, 65, 181
120, 150, 88, 192
(2) Vzavislosti od parametrov a, b € R uréte hodnost matic:
2, 2, 2, —a
2, 2, —a, 2
(a) 2, —a, 2, 2
—a, 2, 2, 2
a, b, 1, 0
b, a, —1, 0
(b) a+b, a+b, 0, 0
0, 0, 0, a+b
(3) Zistite, ktoré z matic
1, 0
A = 2, 1 |, B=(-1,0, 2), D — L, 0, 0,
0, 2, 0
1, 2
1
1, 2
e (1) e-l0] G(g, o5 ).
| 0, 3, 5
1, 0, 3
w (50 3) e (b ) e (e
0, 0, 0 ’ )
1, 0, 0, 0 oo ,
L=(0 1, 2, 0 |, M= 7 0=
0, 0, 0, 1 0, 0, -2
o 0, 0, O ’
P=(20 -1,3)

sa

(a) diagonalne

(b) dolné trojuholnikové
(c) horné trojuholnikové

o o=
oo
—
JC)'(
)

[J, K pre a = kn, k € Z]
[J, K pre a = kn, k € Z]
K pre a = km, k € Z|

(4) Pre matice A az P z predchadzajtcej tlohy vypocitajte:

(a) SEE+J

(b) 2A — 3G

(5]

[nie je definované]
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1, 0
T RpT T 0, 2 T
(c) D', F D' = 0. 0 ,F1 =(1,0, 3, 4)
-1, 5 ]
-7, —4, 0]
(d) —2G - 5HT 4, 0, 6
=15, -1, —-10 /|
1, 0, 0, —1\]
(e) AD 2, 2, 0, 3
-1, 4, 0, 11 /]
(f) PF [11]
[ /2, 0, =1, 3\]
0, 0, 0, O
(g) FP 6, 0, —3, 9
|\ 8 0, —4, 12 /|
9 [ [ cos2a, —sin2a
(h) K < sin 2, cos 2a )
7, 9\ 1
(i) GLE —5, —11
14, 27 )|
(5) Rieste sustavy linedrnych rovnic v zavislosti od parametra a € R:
xr— 6y+2z=—-4a—2
() pre a # —2
(a) 3z+ 3y+4z2= 3a—6 [ o 21, . _
o — 33y + 62—  —2la {(-24—15t, ¢, 15+ 3¢); t e R} prea= -2 |
az + y+ z=1 0 pre a = -2 |
(b) z4+ay+ z=1 {1—-t—s,ts);teR}prea=1
T+ y+az=1 {(a_}a’alﬁ’a_}a>} pre a # —2,1
(6) Rieste ststavy linedrnych rovnic v zavislosti od parametrov a,b € R:
2z +ay — 3z =2 lL.aeR, b=—1:K=10
(&) z+ y—- z2=1 ) da+b—11 4 4(a—2)
—r by + 2=3 2 0eR b7 -1 K = {( ol ) |

(b) ar + y+ z=1
6z — 3y + bz =2
lLa=—-2b=-3: K= -
2a=-2b#-3:K={(t1-at- ;2 ;) te R}
3.a7é—2,beR:K:{(5*(”3”,1—t—af’*(b*?’)t,t);teR}

6+3a
(7) Rieste maticové rovnice:

55—t 3—s
17 2a -3 . 1, -3 o _ ) B ‘
(a)(& 2, —1>X_(11, 3) X = 2+2t, —3+2s |;tseR
t, s |
25 _3 1, 5
(b) L2 ) X=11 0 [nemd rieSenie]
_31 1 2, —4

2, =3\ [ -2, 3 =142t t
ox(ER)(H) (e
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(b)

-1 -10, 9
0>X 4 -l “( -5, 4)
-1,
(3=t —4+t, t)
[X_<—2—s, 1+ s, )’t’SGR_

2, -1 1, -1\ 3, 0 _ 1, 2

(e )= ) (e

(8) Vypocitajte inverzni maticu k matici:

-5 1,
1 0, 1
, 2, =3 1, 2, 7
, —1, =2 0, -1, -2
, 0, 1 0, 0 1
2, -1, 3 1 2, 5, -8
-2, 2, 2 -1 2 7, =10
1,1, 2 2\ 0, -1, 2
, 0, 1 24, —12, 12, -12
, 3, 2 1] -6, 9, -9, 6
, 3, 4 12 8 -4, 8 -8
) 07 4 _6a 3a _3a 6

(9) Pomocou inverznej matice rieSte maticovi rovnicu:

2, -3 _ 2, =3, 1 (1, -1,

4, 6>X_<—1, 2, —1) [X_<4, -5,
5 3, 4 _3 9 1, O -4, —6
6, -3, -5 | X < 2’ 1 > =1 -2, 1 X = 3, 4
4, 2, 2 ’ 0, — 3, 5

_2’
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