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1. MATICE A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Matice.

Definicia 1.1. Maticou typu m x n, m,n € N, nazyvame tabulku komplexnych resp. redlnych
Cisel

ari, a12, ..., Qin
a a cee,oa
A = 21, 22, 3 2n
Aml, Am2y .., Qmn
Cislo ajr sa nazyva prvok matice A na (j,k)-tom mieste. Prvky ai1,a9,...,ay, kde p =
min{m, n}, tvoria hlavni diagondlu a prvky ain,asn—1,...,ap n—pt1 vedlajsiv diagondlu.

Budeme pouzivat dal$ie oznacenia a nazvy:
C™*™ — mnozina vSetkych matic typu m x n s komplexnymi prvkami,
R™*™ — mnozina v8etkych matic typu m x n s redlnymi prvkami.
Prvky (a) € C'*!, a € C budeme povazovat za rovnaké, preto aj C'*! = C. Matice typu n x 1
nazyvame stlpcové n-tice alebo stlpcové vektory. Matice typu 1 x n st ndm uz dobre zname
n-tice.
Maticu A, ktorej prvky st aj, pre j € {1....,m}, k € {1,...,n} budeme stru¢nejsie zapisovat
(ajir)y alebo, ked bude jasné aky je pocet riadkov a stipcov matice alebo tieto hodnoty nebuda
dolezité, len (aji).
Matica, ktorej vSetky prvky st nuly sa nazyva nulovd a oznacujeme ju 0 alebo (0), ak chceme
vyznadcit aj jej typ.

aig

a2k
N-tica (aj1,a42,...,aj,) sa nazyva j-ty riadok a stipcova m-tica . k-t stlpec matice

Amk
A = (a;p)y
Ak ozna¢ime Ry, Ra,...,R,, riadky a S;, S5, ..., S, stlpce matice A typu m x n, tak budeme
tiez pisat

R,
Ry
A = . ) A:(S17S27"'7STL)
Rn
13 _51 65 7 6
Priklad 1.1. A = 3, 2, 1, 0 | € R**. Jej tretim stlpcomje S3=| 1 | adruhym
4, 5 1, 3 1

riadkom je Ry = (3.2, 1,0).

Definicia 1.2. Dve matice A = (a;;), B = (bjx) st rovnaké, ak st rovnakého typu a pre vietky
7, k plati aj, = bjy.
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Definicia 1.3. Vediicim prvkom n-tice nazyvame jej prva zlava nenulovi zlozku.

Priklad 1.2. Vedicim prvkom Sestice (0,0,—2,0,3,1) je jej tretia zlozka —2. Nulova n-tica
nema veduci prvok.

|
R,
Ry

Definicia 1.4. Matica A = . sa nazyva stupnovitd, ak pre j € {1,2,...,m — 1} plati:
R

(1) Veduci prvok riadku R ;1 je posunuty aspoii o jedno miesto doprava vzhladom k vedi-
cemu prvku riadku R;.
(2) Ak Rj = 6, tak Rj_|_1 = 6

Priklad 1.3.

3 ]-a _27 ]-a _]-7 0

, 0, 0, 2, 3, -1 o e .

0, 0, 0, 1 0 — stupnovita matica,
0 0, 0 0, 0

— nie je stupnovita

o O O O oo o

oo
oo Nvo
_o O =
N W N =
OO~ O

Definicia 1.5. Matica A sa nazyva redukovand stupriovitd, ak je stupnovita, veduici prvok
kazdého nenulového riadku je 1 a v kazdom stlpci, v ktorom sa nachidza vedici prvok niektorého
riadku, vSetky ostatné prvky sa rovnajua 0.

Priklad 1.4. Matica

0, 1, 0
05 05 ) 03 -1
05 05 ) 13

0, 0, 0, 0, 0, O

) )

o oo
S = O

je redukovand stupnovita.

|
R,
Ry

Definicia 1.6. Elementarnou riadkovou operdciou (ERO) na matici A = ) nazyvame
R,

kazdu z nasledujicich tprav matice A:

(I) Vzéjomna vymena dvoch riadkov matice A.
(IT) Nahradenie jedného riadku matice A jeho nenulovym nasobkom.
(ITT) Nahradenie jedného riadku sic¢tom tohto riadku a lubovolného nasobku iného riadku
matice A.

Jednotlivé ERO budeme oznacovat takto:
R; :=: R} — vzdjomna vymena j-tého a k-tého riadku
R; := aR; — nahradenie j-tého riadku jeho a-nasobkom
R; := R; + SR} — nahradenie j-tého riadku stictom tohto riadku a S-nasobku k-tého riadku
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1, -3, 2, 1414
Priklad 1.5. Upravte maticu | —¢, 1 — 23, 3, 5 | pomocou ERO
0, 3i, —2, 4
(1) R2 = R3
(2) R1 = 'LR1
(3) R3 = R3 + 2R1
Riesenie
Lo =30 20 14i 1, =3, 2, 14
(1 | —i, 1-2i, 3, 5 s 0, 3i, —2, 4
0, 3i, -2, 4 -4, 1-—24, 3, 5
1, -3, 2, 1+1 R iR i, —3i, 21, —1+414
2) | -4, 1-2i, 3, 5 R - 1-2i, 3, 5
0, 3i, -2, 4 0, 3, —2, 4
1, -3, 2, 1+1 R R 9B 1, -3, 2, 1+431
(3) —i, 1-—24, 3, 5 3= o2t —i, 1-=2i, 3, 5
0, 3i, -2, 4 2, —6+3i, 2, 6+2i
|
Analogicky sa definuj elementdrne stlpcové operdcie (ESO) na matici A = (S1,82,...,S,).

Sta¢i v definicii ERO nahradit riadky stlpcami, pricom stéet stipcovych vektorov a nisobok
stipcového vektora ¢islom st definované takto:

U] 1 U + U1 U1 g

U9 V9 U9 + V2 U9 QU9
+ - = . (6] . =

U Um Uy, + Uy U, QU

ERO a ESO nazyvame spolo¢nym nazvom elementdrne operacie (EO).

Definicia 1.7. Hovorime, ze matica B vznikla z matice A koneénym pocétom ERO (resp. ESO ¢
EO), ak existuju také matice Ay, Ag, ..., A, 7e A =A,B= A aprekazdé j € {1,2,...,p—1}
matica A vznikla z matice A; jedinou ERO (resp. ESO ¢&i EO).

Veta 1.1. Ak matica B vznikne z matice A koneénym poctom ERO (resp. ESO ¢i EO), tak aj
A vznikne z matice B koneénym poc¢tom ERO (resp. ESO ¢i EO).

Dokaz

Staci dokazat, 7e ak matica F vznikne z matice E jednou ERO ¢i ESO, tak aj matica E
vznikne z matice F jednou ERO ¢i ESO. Ukazeme to pre ERO, pre ESO by sa postupovalo
podobne.

Nech F vznikne z E elementdrnou operdciou R; :=: Ry, potom t4 ist4 ERO upravi maticu F
na E.
Nech F vznikne z E elementarnou operaciou R; := aR;. KedZze a musi byt rézne od nuly,

existuje ¢islo é a zrejme z matice F pomocou ERO R; := éRj vznikne matica E.
Nech F vznikne z E elementarnou operaciou R; := R; + SRy. Potom z matice F pomocou ERO
R; := R; — fRy} vznikne matica E.

O
Definicia 1.8. Dve matice A, B sa nazyvaju
riadkovo ekvivalentné ERO
stlpcovo ekvivalentné ak B vznikne z A koneénym poctom ESO
ekvivalentné EO

a oznafujeme to v poradi A ~ B, A< B, A ~ B.
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0, 2, 4 1, 0, 3
Priklad 1.6. Matice A = 1, 0, 3 |,B=| 0, 2, 4 | sariadkovo ekvivalentné, lebo
3, 1, 12 0, 0, 1
0, 2, 4 1, 0, 1, 0, 3
A=[1 0 3 < 0, 2, 0, 2, 4 | X
3, 1, 12 ) B=Re {3 Ry:=Ry R 0, 1, 3
1, 0, 3 1, 0, 3 1, 0, 3
~ 0, 2, 4 ~ 0, 2, 4 ~ 0, 2, 4 | =B
Re=2Rs \ g, 9, ¢ ) RomRaRa \ g o, 2 ) Re=aRs \ g o, 1

3 3

7 dovodu uispory ¢asu a miesta je vhodné pri tiprave matice pomocou EO zapisat novii maticu
nie po kazdej vykonanej EO, ale aZ po niekolkych. Upravu matice A mézeme kratsie zapisat
napr. takto:

0, 2, 4 ; 1, 0, 3 : 1, 0, 3
A= ]-a Oa 3 Rlzz:Rg Oa 2a 4 R3:=2§3—R2 Oa 2a 4 =B
3, 1, 12 R3:=R3—-3R1 0, 1, 3 Rs:=1R3 0, 0, 1

2

Namiesto poslednych dvoch tprav Rz := 2R3 — Ry, R3 := %Rg sme mohli pouzit len jednu
R3 = R3 - %RQ

Veta 1.2. Kazda matica je riadkovo ekvivaletna niektorej stupnovitej a tiez niektorej reduko-
vanej stupnovitej matici.

Dokaz pre ITubovolnii maticu nebudeme robit. UkdZeme si vSak postup pri iprave konkrétnej
matice A na stupnoviti resp. redukovant stupnoviti maticu.

Priklad 1.7. N&jdite stupnovita a redukovani stupnoviti maticu riadkovo ekvivaletn s mati-
cou

0, 1, 1, 0
0, 0, 0, 0
A= 1, -1, -1, 0
1, 1, -1, -1
2, 2, 0, -1

Riesenie

Najprv v matici A vyhladdme riadok, ktorého vedici prvok sa nachiadza najviac vlavo, a
vymenime tento riadok s prvym. Potom pripocitame vhodné nasobky prvého riadku k ostatnym
riadkom tak, aby v stlpci pod vedticim prvkom prvého riadku boli len nuly.

0, 1, 1, 0 1, -1, =1, 0
00 0, 0, 0 r 2, 2, 0, —1
A=|1, -1, -1, 0| mZ=ms |0 1, 1, 0 [<
L, 1, -1, -1 Ry:=:Rs; L, 1, -1, -1
2, 2, 0, —1 00 0, 0, O
1, -1, -1, 0
; 0, 4, 2, -1
szfrt\; 2R 07 ]-7 ]-a 0 =B
R4:=R4—R; 0, 2, 0, —1
0 0 0, 0
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Maticu B upravujeme tak ako maticu A, s tym rozdielom. ze tlohu prvého riadku tu preberd
riadok druhy, dalej potom riadok treti atd az nakoniec dostaneme stupiioviti maticu.

1, -1, -1, 0 1, -1, -1, 0
~ 0, 1, 1, 0 0, 1, 1, 0
B _RuRs 0. 0 -2 -1~~~ 10 0 -2 -1 |=D
3i=I3— 2 = —
R4:=R4—2R> 0’ 0’ _2’ -1 ! ! : 0? 01 05 0
0, 0, 0, 0 0, 0, 0, 0

Matica D je stupiiovita a riadkovo ekvivalentnd s maticou A. Redukovand stupnovitii maticu
dostaneme z matice D takto: Vhodné nasobky posledného nenulového riadku pripocitame k
riadkom nad nim tak, aby sa vynulovali prvky nad veddcim prvkom posledného nenulového
riadku. Takto pokrac¢ujeme s predposlednym nenulovym riadkom atd, az vSetky prvky nad ve-
ddcimi prvkami budd nuly. Nakoniec kazdy nenulovy riadok vynésobime prevratenou hodnotou
jeho vedtceho prvku.

2, -2, 0, 1 2, 0, 0, 0
. 0, 2, 0, -1 ) 0, 2, 0, —1
D R.—oR,-R, | 0, 0, =2, -1 ~ 0, 0, =2, =1 [~
Ry:=2R;+ R 0, 0, 0, 0| Be=RAR2 A o o
0, 0, 0, 0 0, 0, 0, 0
1, 0, 0, O
< 0, 1, 0, —%
RZ:TR
S 0,0, 1, 4 |=E
Re=sfe g0, 0, 0
R3:=—1Rs o
0, 0, 0, 0

E je redukovand stupnovitd matica riadkovo ekvivaletnd s maticou A.

Definicia 1.9. Trasponovanou maticou k matici A = (aj;)™ nazfvame maticu AT = (ay;)
kde aj; = aj; pre vietky j, k.

1, 2, 3, 4
Priklad 1.8. Transponovanou maticou k matici A = | 5, 6, 7, 8 | je
9, 0, -1, -2
1, 5, 9
2, 6 0
T _ 3 3
A= 3, 7. -1
4, 8, -2
|
Suastavy linearnych rovnic.
Definicia 1.10. Nech m,n € N, aj;,b; € Cpre j € {1,...,m}, k€ {1,...,n}. Potom
ancy +apxy +--+a1x, = b
a1 + anxy + -+ a2y = b (1)
Am1T1 + AmaT2 + -+ + Qpp Ty = by,
je sistava m linearnych rovnic o n nezndmych x1,z3,...,x, s koeficientami aji a pravou stra-
21 aiy, a2, ..., Qip
2 e , : .
nou B = ~|. Maticu A = | ¥ 92 » 2n nazyvame maticou sistavy (1) a

bm am1, Gm2, ---5 Omn
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ai, Gy, . aip | by
. a1, a2 a 2 » , .
maticu A* = ’ ’ ’ " roz§irenou maticou sistavy (1).
aml; Gm2, -5 Gmn | bm

Ak prava strana B = 0, tak (1) sa nazyva homogénna siustava.

Poznamka 1.1. Zvisld ¢ara v rozsirenej matici ststavy (1) slizi len na vizuilne oddelenie
pravej strany od koeficientov ststavy.
Ststava linearnych rovnic (1) je svojou rozsirenou maticou ststavy jednozna¢ne uréend.

Definicia 1.11. Sdcinom matice typu 1 X n s maticou typu n X 1 je matica typu 1 x 1 (teda
¢islo) definovand takto

b
by
(ar,a2,...,an) | . = a1by + agby + -+ + ayby
bn
Ak ozna¢ime Aj, j-ty riadok matice A sustavy linedrnych rovnic (1) a X = (21, 22,...,2p)

vektor neznamych, tak vzhladom na definiciu sG¢inu riadkového a stipcového vektora, mozeme
ststavu linedrnych rovnic (1) zapisat kratsie

AXT =b, AgXT =by, ..., ApXT =0y, (2)

Definicia 1.12. Riesenim sistavy linedrnych rovnic (2), samozrejme aj (1), nazyvame kazd
n-ticu g € C", pre ktort plati

AT =01, AT =bo, oo AT = by
Mnozinu vSetkych rieseni siistavy (1) bubeme oznacovat K(;y alebo len K.

Definicia 1.13. Dve sustavy linearnych rovnic Sy, Se nazyvame ekvivalentné, ak maja rovnaké
mnoziny rieseni.

Priklad 1.9. Rozhodnite, ¢i st ekvivaletné ststavy linedrnych rovnic S1, S a S1, Ss, ak

21 — 19 =10 82:3I1—I2+$3:0 S 21 —y2 =10

Sl: I1—2,’132:1 1 + To =1 3.—y1—y2:1

Riesenie

Ststavy S a Sg nie st ekvivalentné, lebo bud st to stistavy s roznym poétom premennych (2
a 3) a vtedy rieSeniami ststavy S; st dvojice a ststavy Sy trojice, ¢o nie st rovnaké objekty,
alebo S, S su ststavy s tromi premennymi, potom vsak trojica (1,0, —3) je rieSenim sustavy
Sa, ale nie je rieSenim ststavy Sj.

Ststavy 81 a Sz st ekvivalentné, lebo ako sa lahko presvedéite, mnozinou rieSeni oboch stistav
je Ks, ={(-3.-%)} = Ks,. -

Definicia 1.14. Linedrnou kombindciou rovnic (2) s koeficientami aq, ag, ..., a, nazyvame
linedrnu rovnicu

(A1 XT) + ap(AsXT) + -+ ap (A XT) = aqby + agby + -+ + b

Definicia 1.15. Elementdrnou upravou sustav linedrnych rovnic nazyvame kazda upravu, po-
mocou ktorej z Iubovolnej sistavy linedrnych rovnic S vznikne ststava linearnych rovnic S’
ekvivalentna s S.

Veta 1.3. Nasledujtce tpravy s ekvivalentnymi tipravami ststav linedrnych rovnic.

(I) Vzajomna vymena dvoch rovnic sustavy.
(IT) Nahradenie rovnice stistavy jej nenulovym nasobkom.
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(TTT) Nahradenie rovnice ststavy stétom tejto rovnice a Tubovolného nasobku inej rovnice
stustavy.
(IV) Vynechanie rovnice, ktord je linedrnou kombinéciou inych rovnic ststavy.

Dokaz
Urobime ho len pre tpravu (IV), v ostatnych pripadoch je postup podobny.
Majme ststavu

S:AXT =by, AosXT =by, ..., ALXT =0,
Nech napr. posledna rovnica je linedrnou kombinaciou ostatnych rovnic sustavy, teda

ALXT = o (A1 XT) + an(AsXT) + -+ a1 (A1 XT)
bm = a1by + aoby + - - + ap—_1bm—1

Vynechanim poslednej rovnice v siistave & dostaneme ststavu
S A X =0, AsXT =0y, ..., A1 X =0y

Zrejme kazdé rieSenie sustavy S je rieSenim aj sustavy S’. Staci uz len dokézat, Ze kazdé rieSenie
sustavy S’ je rieSenim ststavy S. Nech teda g je rieSenim ststavy S’, t.j. plati

Aqu:blﬂ AQqT:bQ, ey Amfqu:bmfl

KedZe ststavy S, S’ majt prvych m—1 rovnic rovnakych, sta¢i dokazat, Ze g je rieSenim poslednej
rovnice sustavy S. Pocditajme

AnG = a1(A1T") + eo(A2q) + -+ am 1(Am 1@") = anby + agby + -+ 1by 1 = by
S~—~— ~—— N——
by bo bm—1
O

Gaussova eliminaéna metdda rieSenia stistav linearnych rovnic.

Tato metdda spociva v tprave danej ststavy linedrnych rovnic pomocou elementérnych up-
rav na sdstavu s fiou ekvivaletni, ktorej rieenie by sme vedeli uz Tahko najst. Takou je stistava
linearnych rovnic, ktorej rozsirena matica je stupnovita alebo este lepsie redukovand stupnovité.
Ked7e ststava linedrnych rovnic je jednoznaéne uréend svojou roz§irenou maticou, je vyhodné za-
pisovat stistavy pomocou nich. Uvedomme si este, ze vykonat na ststave (2) elementarnu tipravu

vzadjomna vymena j-tej a k-tej rovnice resp.

nahradenie j-tej rovnice jej a ndsobkom resp.

nahradenie j-tej rovnice stiétom tejto rovnice a S-nasobku k-tej rovnice

vyskrtnutie j-tej rovnice zo ststavy
a potom napisat rozsiren maticu tejto novej stistavy je to isté, ako na rozsirenej matici stastavy
(2) vykonat

ERO A; :=: Ay, resp.

ERO A; := aA, resp.

ERO A; := A; + BA}, rep.

vySkrtnutie j-tého riadku z rozsirenej matice (pozor, to nie je ERO!)
Toto ndm umoznuje ziskat stupinioviti alebo redukovani stupifiovitil rozSireni maticu sdstavy
ekvivaletnej so ststavou (1) z jej rozsirenej matice pouzitim ERO. Pri tychto upravich budeme
pouzivat symboly ~, ~ aj v pripade, ked pouZzijeme vySkrtnutie riadku.

Ak pri Gprave rozsirenej matice vznikne riadok

(0,0,...,0|b), kde b#0
znamend to, ze v prislichajtcej stistave je rovnica
0z1+0zo+---4+0z, =0

ktord nema4 riesenie, a teda rieSenie nemé ani sustava (1).
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Priklad 1.10. UkaZeme, ze ststava linedrnych rovnic

1 — I3 +$4:1
3I1—3I2+2$3+6$4:5
2I1—2I2+2$3+5$4:1

nema riesenie.
Riesenie
Pomocou ERO upravujme rozsireni maticu sastavy na stupnovita.

Rs>:=R>—-3R1

1, =1, 0, 1|1 Rai—Rs 2R, , —1, 0, 1 1
3, =3, 2, 6|5 ~ 0, 0, 2, 3| 2 |~
2, =2, 2, 5|1 0, 0, 2, 3|-1
R R 1, =1, 0, 1| 1
Lo, 0, 2, 3] 2
0, 0, 0, 0]-3
Z posledného riadku vyplyva, Ze ststava nema riesenie.
|
UvaZzujme teraz situdciu, ked mame rozsirenti maticu stistavy upraventi na stupiioviti maticu,
ktora neobsahuje riadok (0,0,...,0 | b) s nenulovym ¢islom b. V tom pripade tito matica, po

vySkrtnuti nulovych riadkov (tie st linedrnou kombindciou ostatnych), méa tvar

0, ey 0, , ey dle, ey dlkra ey dlkn Ul
0, 0, ey , ey dgkr, ey d2kn U2

0, ..., 0, 0, ..., 0, ooy [dig]e -y dog, u,

V ramcekoch st vedtice prvky riadkov. V pripade, Ze vedtci prvok prvého riadku je hned na jeho
zadiatku, t.j. k; = 1, matica D nemé na zaciatku nulové stipce. Kedze vedice prvky riadkov sa
postvaju asponi o jedno miesto doprava a v matici nemoze byt riadok (0,0,...,0 | b) s nenulovym
¢islom b, musi platit

r<mn, 1<k <k <---<k<n

Napisme k matici D prislusnt sistavu linedrnych rovnic, na ktorej urobime este mala tpravu:

na lavej strane rovnic nechajme len nezname zy, , z,, . . . , r,, vSetky ostatné presuiime na pravi
stranu.
dlklxkl + dleku + -+ dlkrfﬂkr = U] — Z dlja:j
JEM
dog, gk, + -+ 4+ dog, TR, = Uz — Z dexj 3
JjEM ( )

kde M ={1,2,...,n} \ {ki,ka,... , kr}.

Tato ststava je ekvivaletna so ststavou (1) a navySe daji sa Tahko najst vSetky jej riesenia. Ak
totiz za nezndme x; pre j € M (tychto neznamych je n — r) dosadime konkrétne ¢isla, d4 sa
70 ststavy (3) vypoéitat zostavajucich r neznamych: z poslednej rovnice mézeme vypocitat zy, ,
tato hodnotu ked dosadime do predposlejnej rovnice, vypocitame odtial zy, ,, atd az z prvej
rovnice vypocitame zy, . Je zrejmé, ze ak n—r = 0 (ziadna z neznadmych sa neda volit lubovolne),
tak ststava (1) ma jedno rieSenie, ak n — r > 0, tak ststava (1) ma nekonecne vela rieseni.
Keby sme rozsirent maticu ststavy (1) upravili az na redukovani stuptioviti, tak vedice prvky
jej riadkov by boli jednotky a vSetky prvky nad nimi zas nuly, teda dyy, = dog, = -+ = dy, =1,
dig, =0, digg = dog, =0, ..., dig, = dog, =--- =d,_1, = 0. K tejto matici prislachajica
ststava linedrnych rovnic ma po preneseni nezndmych z; pre j € M na pravi stranu tvar
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Tk =ur = ) dijz;
JEM
T} =uy — Y, dojx;
’ jem (4)

kde nezndme zy, , xj,, ...z, si uz priamo vyjadrené pomocou zvysnych neznadmych.

Na zéver mdzeme napisat: Ak v upravenej rozsirenej matici stistavy (1) na stupnovitit maticu
D sa nachddza riadok (0,0,...,0 | b) s nenulovym ¢islom b, tak ststava (1) nem4 rieSenie. Ak
matica D tento riadok neobsahuje a pre pocet jej nenulovych riadkov plati
L<p =M tak ststava (1) mé jedno rieSenie

- < m, tak ststava (1) ma nekonecne vela rieSeni

Priklad 1.11. V R rieste stistavu linedrnych rovnic

r1 — T2 + {L‘4:1
3r1 — 3x9 + 223 + 64 = 5
2r1 — 2x9 + 3z4 =1
223 + 2x4 = 3
Riesenie
Rozsirentt maticu sustavy upravime pomocou ERO na stupnovita
1, -1, 0, 1|1 r 1, -1, 0, 1 1
3, —3, 2, 6|5 Rg::Rrj;—3R1 0, 05 2a 3 2 r
2, -2, 0, 3|1 Rj:i=R3—3R, 0, 0,0 1]-1 |7
0, 0, 2, 2|3 Ry=R4-R, 0, 0, 0, —-1| 1
1, -1, 0, 1 1
I 0, 0, 2, 3| 2 _D
R4:=R4+Rs 0, 0, 0, 1]-1 [
0, 0, 0, 0] O

Vidime, Ze stistava ma rieSenie. Matice D ma 3 nenulové riadky, preto jednu (4 —3 = 1) nezndmu
volime Tubovolne, zvysné tri nezndme vypoditame zo sustavy prislichajicej k matici D:

r1 — T2 + T4 = 1
203 + 3x4 = 2
{L‘4:—1

Vedtice prvky riadkov matice D st v prvom, trefom a §tvrtom stipci, preto vyjadrovat budeme
%1, %3, 4. Nezndmu xo volime I[ubovolne. Nech teda zo =t € R, potom predchadzajicu ststavu
mozeme upravit na
T1 + x4 =1+t
223 + 314 = 2
Ty = —1
odkial .
{L‘4:—1, {L‘3:§, r1 =2+t

Mnozinou vsetkych rieseni ststavy je

Kz{(Z—l—t, t, g, —1); tER}
|

Vyber premennych, za ktoré modzeme volit lubolné hodnoty nemoze byt ndhodny. Pri ndhod-
nom vybere by sa mohlo stat, Ze stistavu, ktora ma rieSenie, nedokizete vyriesit, ako to ukazuje
nasledujuci priklad.
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Priklad 1.12. Sastava linearnych rovnic o Styroch neznamych x1, xo, x3, x4, ktorej rozsirenou
maticou je stupnovita matica
(1, 2, 2 1] 2
A_<0, 2, 2, —1|-1

mé zrejme rieSenie a dve nezndme moézeme volit Tubovolne. Nech teda napr. z; = ¢, z4 = s.
Potom z matice A mdZeme pisat ststavu

2090+ 213 =2 —1t —s

209 +2x3 = —1+ s

Tato sustava pre Tubovolné hodnoty ¢ a s nemd rieSenie, lebo ak od prvej rovnice odé¢itame
druhii, dostaneme rovnicu

Oxo+0z3=3—1—2s

ktorej nevyhovuje Ziadne xo, 3, pretoZe prava strana rovnice moze byt rozna od nuly.

Pri Gprave rozsirenej matice stistavy linearnych rovnic na stupiovitii, mézeme pouzit aj jednu
ESO, a to vzajomnt vymenu dvoch stipcov. Nesmie vSak byt medzi nimi prava strana sistavy.
Tejto ESO odpoveda v ststave rovnic len zmena poradia premennych. Jej pouzitie moze zjed-
nodusit Gpravu matice na stupiovity tvar.

Priklad 1.13. Rieste v R homogénnu stistavu linedrnych rovnic

Ty + I3 —bxs5 =0
2r1 + 32 + 3+ x4 — 4dx5 =0
221 + 29 + 24+ z5=0

3I1+4I2+2$3+2$4— :135:0
Riesenie
Posledny stlpec rozsirenej matice tejto sustavy je nulovy a pouzitim ktorejkolvek ERO sa

nezmeni, preto ho nebudeme pisat.

T4 T1 T2 Ts

0o, 1, 1, 0, -5 S1:=:83 3 R>:=R>—R;
2.3 1, 1, —4 | Su=sS 1,0, 0, 1, =5\ g,—R,—2R,
) ) ) b} ~ 1’ 1’ 2’ 3’ _4 ~
2,2, 0, 1, 1
3. 4, 2. 2, -1 0, 1, 2 2 1
’ ’ ’ ) 2’ 2’ 3’ 4’ -1
R3:=:R4
1, 0, 0, 1, -5 R3:=R3;—2Ro 1, 0, 0, 1, -5 Rs:=—1Rg3
0, ]., 2, 2, 1 R4s:=Rs—Ro> 0’ ]_’ 2’ 2’ 1 Ry:=R>—Rs3
~lo0 1, 2 2 1 ~ 0, 0, -1, —2, 7 ~
0, 2, 3, 2, 9 0, 00 0, 0, 0
1, 0, 0, 1, =5
0, 1, 0, -2, 15
0, 0, 1, 2 -7
0, 0, 0, 0, 0

3 3

Vedtice prvky riadkov nie sti v §tvrtom a piatom stipei. V tychto stipcoch st koeficienty pri
neznamych zs a x5 (menili sme poradie nezndmych). Tieto neznadme volime Tubovolne: zo9 = ¢,
5 = s, pricom t,s € R. Z matice potom dostaneme

T3 = —t+ 5s
ry4 = 2t — 15s
T = —2t+7Ts
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Riesenim suastavy je kazda pética

(=2t +7s, t, —t+5s, 2t — 15s, s), kde t,s € R

Cvicenie 1.
(1) Zistite, ktoré z matic

1, 0
A= 2, 1|, B=(-1,0, 2), p= (1 % 0 -l ,
0, 2,0, 5
1, 2
1
1, 2, 0
e (1) e-l0] G(g, Al
| 0, 3, 5
0, 1, 0, 3 1, 0 —sin
H=|0 0 0 -1, J:(O’ _7>, K:(C(i’fl“’ X O‘),
0. 0. 0 0 , sin a, cos &
1, 0, 0, 0 3(1)3 1, 0, 0, 1, 0
L={0 1 20|, M=|, o 5| 0=[0 0 1 5 0
0, 0, 0, 1 oo o 0, 0, 0, ,0, 1

s
(a) stuptiovité,
(b) redukované stupnovité?

[B,D,H,J, Kpre a=km, k€ Z,L, O]
K pre a = 2k7, k € Z, L, O]

(2) Najdite redukovanii stuptiovitii maticu, ktord je riadkovo ekvivaletnd s maticou

1, -2, 0, 1
(@ | 3, 2,1, 0
1, -1, 1, -2
4, 5, 6, 7, 8 9
3, 4, 5, 6, 7, 8
®) | 9 3 4 5 6 7
1, 2, 3, 4, 5 6

’

L, 0, 0,
0, 1, 0,
0, 0, 1
. -1, -2, -3
,o 2, 3, 4
, 0, 0, 0
, 0, 0, 0

3

oo

o\-
cCo RO

|
CoUti WO M

’ 3

(3) Rozhodnite, ¢i st ekvivaletné ststavy lineadrnych rovnic Sy, Ss, ak

201 + x9 — 313 =2

(a) 81: x1—3x2—2x3:1

2z + z9 — 313 =2
(b) 81' x1—3x2—2x3:1

(4) Rieste ststavu linedrnych rovnic
3:121 - 2:122 + 3:133 3
—2x1 + 3z9 — dz3 -3
I + 7:132 - 3:123 = 16

(a)

—2:121 + 3:132 + 5:133 =3
3x1 + x9 —4x3=25
4r1 + S5x9 — 313 =8

(b)

5$1+2$2+4$3+ T4 = 9
—2$1+ :132—:133—:124:5
—4:121 + 4:132 - 2:124 =18
7:131 + 3:132 + 7:133 + 2:134 =12
3:131 + 2:122 + 2:133 =10

(c)

Sy

Sy

291 + y2 — 3yz3 =2
y1 +4ys — y3=1
221 + xo — 313 =2
3321—2372— x3:3

[4no]

[nie]

[(1,3,2)]

[nemé riesenie]

I

wlro

c3+t, -1t 2t), teR]



12

LINEARNA ALGEBRA

221 — 3x9 + x3— 4= 3
—Ir1 — 2:122 — I3+ 2:134 = -2
—I1 — 9:132 - 2233 + 5234 = 0

2I1—2I2—3I3+ T4 — 4I5: 1
3r1 — 3x9 + 213 — 214 + x5 = —
911 — dxo — 2x3 + 314 — 1lzs = 1
21 — 2x9 + I3 — 3z =

6x1 — 229 + 223 + bxy + 725 =0
9z1 — 329 + 423 + 824 + 925 =0
—3z1 + 9 — 6x3 — bxy + 425 =0
31 — xo +4x3 +4x4 — z5=0

1
7
8
0

[nem4 riesenie]

[(14+a+b,a, —2,3+2b,b), a,b € R]

I

a—2b—>5¢

—b+3
, a, ;’C,b, c), a,b,cER]

3



