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1. KOMPLEXNE CfsLA

Zo stredoskolského kurzu matematiky je vAm zname, ze niektoré kvadratické rovnice nemaji
rieSenie v mnozine redlnych &sel a iné dno. Napriklad rovnica z2 + z — 2 = 0 ma dva korene
z1 = 1,29 = —2, kym rovnica z? + 1 = 0 nemé Ziadny kore §tvorec Ziadneho reailneho é&isla sa
nerovna ¢islu —1). Komplexné ¢isla boli povodne vymyslené preto, aby kazda kvadratickd rovnica
(s redlnymi keoficientami) mala rieSenie. Velmi rychlo sa ukdzalo, ze komplexné ¢isla sa hodia
nielen matematikom na zjednodusenie ich tedrii, ale ze st uzitoéné aj vo fyzike a technickych
vedach.

Zavedenie pojmu komplexného ¢isla.

Komplezngm ¢islom z nazyvame kazd usporiadant dvojicu z = (a, b) redlnych ¢&isel a, b. Cislo
a sa nazyva redlna c¢ast komplezného ¢isla z a oznacuje sa Re(z). Cislo b sa nazyva imagindrna
¢ast komplezného ¢isla z a oznacuje sa Im(z). Komplexné ¢islo (0,1) sa nazyva imagindrna
jednotka a oznacuje sa 1.

Dve komplexné ¢isla st rovnaké, ak maji rovnaké redlne Casti a tiez imaginarne casti, teda

(a,b) = (c,d) prave vtedy, ked a = ¢, b=d.

Na mnozine vSetkych komplexnych ¢isel, ktort budeme oznacovat C, definujeme scitovanie a
ndsobenie takto: Pre kazdé (a,b), (¢,d) € C

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac— bd,ad+ bc)
Umocnenie komplexného c¢isla z na prirodzené ¢islo k£ definujeme rekurentne takto:

2t = z

o= 2. k>,
Poznamka 1.1. Symbol opericie nasobenia - budeme obvykle vynechavat, a teda namiesto z -y
budeme pisat zy.
Priklad 1.1. Vypocitajte

(1) (1,-v6) +(v3.2)

(2) (1,-V6) - (v3,2)
(3) (2,0) + (y.0)
(4) (2.0)-(y,0)
(5) (a,0) +(0,1) - (b,0)
(6) i
Riesenie
(1) (1,—v6) + (v/3,2) = (1 + v/3,2 — V/6)
(2) (17_\/6) : (\/ga ) = (\/§+2\/672 - \/g\/g) = (\/§+2\/672 - 3\/5)
(3) (#,0) + (y,0) = (z +y,0)
(4) (2,0) - (y,0) = (zy = 0,z-0+0-y) = (zy,0)
(5) (a,0)+(0,1) - (b,0) =(a,0)+(0-b—1-0,0+b) = (a,0) + (0,b) = (a,b)

1
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(6) 2 =(0,1)-(0,1) = (0 — 1,0 +0) = (—1,0)

|
Veta 1.1. Pre vSetky komplexné ¢isla x, vy, z plati
r+y=y+r, TY=9y-x komutativnost
(t4+y)+z=2+Wy+2), (z-y)-z=x-(y-2z) asociativnost
(x+y)-z=(z 2)+(y-2) distributivnost
O

Algebraicky tvar komplexného ¢isla.

Vsimnime si, ako sa séituji a nasobia komplexné ¢isla tvaru (a,0). Z predchadzajiceho pri-
kladu vidiet, ze sti¢tom resp. stc¢inom dvoch komplexnych &isel s nulovou imaginidrnou ¢astou
je opit ¢islo toho istého tvaru, pricdom redlna cast suctu je stictom ich redlnych casti a analo-
gicky to plati pre stcin. Prva zlozka si¢tu resp. sii¢inu tychto ¢isel je teda §tandartnym sic¢tom
resp. suc¢inom redlnych ¢isel - prvych zloziek tychto ¢isel a druhé zlozka je nula. Rozdiel medzi
redlnym ¢islom a a komplexnym ¢islom (a,0) je preto len formdlny a tieto ¢isla budeme dalej
povazovat za rovnaké. Teda napr. i2 = (—1,0) = —1. Mnozina R v8etkych realnych &isel je po-
tom podmnozinou mnoziny C vSetkych komplexnych ¢isel. Komplexné ¢isla, ktoré nie st redlne
(ich imagindrna ¢ast je nenulovd), sa nazyvaji imagindrne ¢isla. Z nich tie, ktoré maji nulovi
redlnu ¢ast sa nazyvaju rydzoimagindrne cisla.

Na zaklade prvého prikladu a dohody o stotozneni komplexného ¢isla (a,0) s redlnym ¢islom a
mozeme pre kazdé komplexné ¢islo z = (a,b) pisat
z = (a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi
Vyraz a + bi sa nazyva algebraicky tvar komplexného cisla z.
Pre séitovanie a nasobenie komplexnych ¢isel v algebraickom tvare evidentne plati
(a+bi)+(c+di) = a+c+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = ac—bd+ (ad+ bc)i

Na vypocet sucinu komplexnych ¢isel moézeme pouzit aj distributivnost nisobenia vzhladom
k s¢itovaniu a fakt, ze i° = —1:

(a4 bi)(c + di) = a(c+ di) + bi(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = ac — bd + (ad + be)i
Priklad 1.2. N&jdite vSetky redlne ¢isla s, ¢, pre ktoré (2 — 3i)s — 2t(—1 + 2i) = 4 — 5i.
Riesenie

(2—-3i)s —2t(—1+2i) = 4—"5i
2s —3si+ 2t —4ti = 4 -5
2s+2t+ (—3s—4t)i = 4—5i
2s+2t=4 AN —3s—4t= -5
s =3, t=—1
|

Komplexné ¢isla mdzeme interpretovat graficky. Pouzivame na to rovinu s pravouhlou stradni-
covou sustavou, ktort nazyvame Gaussova rovina. V nej komplexné ¢islo z = a + bi zobrazujeme
ako bod so stradnicami (a,b) (pozri obr. 1). Redlne ¢isla lezia na vodorovnej stradnicovej osi,
ktort nazyvame tiez redlna os. Druht stradnicovt os nazyvame imagindrna os. Na nej lezia
rydzoimaginarne cisla a realne ¢islo nula.

Komplexné &isla z = a + bi,y = ¢+ di je mozné séitovat aj graficky. Ich sti¢tom je komplexné
¢islo z, ktoré v pripade, ked xz # 0,y # 0, ziskame doplnenim trojuholnika 0zy na rovnobeZnik

Ozzy (obr. 2).

Podielom komplexnych ¢isel z,y (v tomto poradi), y # 0, nazyvame komplexné ¢islo z, pre

ktoré plati x = yz, a piSeme z = % alebo z =z : y.
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Obr. 1 Obr.2
Grafické znazornenie komplexného ¢isla. Grafické sc¢itovanie komplexnych cisel.

Ak ¢islo y je redlne, tak vypocet podielu % je velmi jednoduchy: nech z = a + bi,y = ¢, kde
a,b,c € R,c# 0, potom
x a+b 1 a b

— = =—(a+bi)=—+-1
Y c c c cC

Ako sa postupuje pri deleni imagindrnym ¢islom si ukdZeme aZz po zavedeni komplexne zdruze-
ného cisla.

Komplexne zdruZenym cislom k ¢islu z = a + bi nazyvame ¢islo 7 = a — bi. Obrazy tychto
dvoch ¢isel v Gaussovej rovine st simerne zdruzené podla redlnej osi. Lahko si overite, ze sii¢in
komplexne zdruzenych ¢isel je ¢islo redlne, presnejsie

(a + bi)(a — bi) = a® + b
Priklad 1.3. Najdite vSetky komplexné ¢isla z, pre ktoré
z(—241)+T(3—2i) =—-5—31

Riesenie
Komplexné ¢islo 2z budeme hladat v algebraickom tvare: z = a + bi, kde a,b € R.
(a+bi)(—2+i)+ (a—bi)(3—-2i) = —5-3i
—2a+4ai —2bi —b+3a—2ai —3bi —2b = —5—3i
a—3b+(—a—5b)yi = —-5-3i
a—3b=-5 A —a—-5b=-3
a=—2, b=1
T = —241
|
Veta 1.2. Pre vetky komplexné éisla z,y, z, z # 0, a kazdé prirodzené ¢islo n plati
) z=x
(2) z+7=2Re(z), £ —T = 2Im(x)
B)z+y=7T+7y
4) z—y=z-7y
(5) 7 =77
(6) z" = (z)"
T T
N |—)==
O

Vratme sa k deleniu komplexnych éisel. Vydelit ¢islo z imagindrnym ¢islom y moZeme tak,
ze zlomok £ rozSirime komplexne zdruZenym ¢islom k menovatelu, ¢im dostaneme v menovateli
redlne ¢islo, ktorym delit uz vieme. Nech teda x = a + bi, y = ¢+ di, y # 0, potom
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_a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd+ (—ad+ be)i
ct+di  (c+di)(c—di) e+ d?
ac+bd —ad+bc

2+ 2rar

Priklad 1.4. Vypodcitajte

<R

(1—4)2+ (2 —1)(2+ 3i)
(1 —26)(3 +14)

Riesenie
(1—i)?+(2-0)(2+3i))  1-2i++4+6i—2i—3i> 742
(1 —2i)(3 +14) B 341 — 67 — 242  5—5i
O TH2 1448 T4Ti+2-2 5+9% 1 9
B(L—i)1+i 52 “"10 2710

Priklad 1.5. V mnoZine realnych ¢isel rieste rovnicu (a? — 3i)z — 1 4+ 2i = az + (a — 4)iz
s parametrom a € R.
Riesenie
(a? =3z —azx — (a —4)iz = 1—2i
[a*—a+(1-a)ilz = 1-2i
Cislo a? — a + (1 — a)i je nulové prave vtedy, ked a> —a =0A1—a = 0, t.j. a = 1. Potom vsak
pre a = 1 rovnica nema rieSenie, lebo 0 -z = 0 # 1 — 2¢ pre vSetky z € R.
Pre a # 1 mé rovnica jediné riesenie
1—2i

v a’?—a+ (1 —a)i
(1—-20)[a® —a— (1 —a)i]
T T et (-0 —a+ (l—a)]
e +a -2+ (—2a%+ 3a — 1)i]
T a* —2a® 4 2a® — 2a + 1
a’+a—2 —2a% +3a -1
= a4—2a3+2a2—2a—|—1+a4—2a3+2a2—2a+IZ
. (a—1)(a+2) (a—1)(-2a+1) .
(a—1)(a3—a*+a—-1) (a—1)(a3—a?+a—1)
R a+2 2a -1

@+Da-1 @1D@a-1

Absoliatna hodnota a goniometricky tvar komplexného éisla.

Absolitna hodnota komplexného éisla z = a + bi je nezdporné realne éislo

|z| = Va2 + b?
Pri grafickom zobrazeni v Gaussovej rovine (obr. 3) je to vzdialenost bodu z od bodu 0.
Kazdé komplexné ¢islo, ktorého absolitna hodnota sa rovnd 1, nazyvame komplexnou jed-
notkou. V Gaussovej rovine vSetky komplexné jednotky vytvaraju kruznicu so stredom 0 a
polomerom 1.

Veta 1.3. Pre vsetky komplexné ¢isla x, y, z, z # 0, a kazdé prirodzené ¢islo n plati
(1) 27 = [a?
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Obr. 3  Absolatna hodnota komplexného déisla.

(2) |z +y| < |z| + |y trojuholnikova nerovnost
(3) |z +yl = llz| = [yll
(4) |zy| = |z|ly|
(5) |z \—|\=’E‘I”
x x
0 |3 =
6) |- 2l
O
2 64
Priklad 1.6. Vypocitajte absolatnu hodnotu ¢isla 14_7\2_2
— 21
Riesenie
2+ V6i| _ [24+V6i| _ \/4+
—| = . =2
1—2¢ |1 — 2
|

Ku kazdému komplexnému ¢islu z, z # 0, existuje orientovany uhol polpriamok 01 (kladna cast
reanej osi) a 0z (obr. 4). Velkost tohto orientovaného uhla sa nazyva argument alebo amplitida
komplezného ¢isla z a oznacuje sa arg(z).

a | coso

Obr. 4  Argument komplexného ¢isla.

Uvedomme si, ze ak ¢ je argument éisla z, tak aj ¢ + 2k7 je argument éisla z, pre kazdé k € Z.
7 definicie goniometrickych funkcii a z podobnosti trojuholnikov pre kazdé komplexné ¢islo z,
ktorého argumentom je ¢, vyplyva (obr. 4):

cos Re(z)
R = P =
e(2) _ 2 s alebo ekvivalentne 2|
Im(z) = |z|singp ) Im(z)
sinp = 2

To ndm umoziiuje vyjadrit ¢islo z v tvare

z = |z|cos p + i|z| sin p = |z|(cos ¢ + isinp)
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ktory sa nazyva goniometricky tvar komplexného cisla z.
Pre kazdé redlne cislo a definujme:

e'* = cosa + isina, (e je Eulerove ¢islo)
Potom komplexné ¢islo z s argumentom ¢ moézeme zapisat v ezponencidlnom tvare
z = |zle'?

Priklad 1.7. Zapiste v goniometrickom a exponencidlnom tvare komplexné ¢islo
(1) z = —1+/3i,
(2) z=1+4cosa+isina.
Riesenie
(1) |2 = \/(=1)2 + (V3)2 = 2.
Pre argumet ¢ plati:
cos _ si V3
= — inp =—
2 5 2 5
Z toho vyplyva, ze ¢ = 27” Potom goniometricky tvar ¢isala z je

5 27T+_ .27
z = coS — + 7 sin —
3 3

a exponencialny tvar je

(2) z:2c052%+2isin%cos% :2(308% (cos%+isin%)

Ak cos § > 0, tak goniometricky tvar Cisla z je

5 a( o ., a)
— — +isin—
cos o (cos 5 F1sin 5

a exponencialny

;o
2cos —e'2

| R

Ak cos § < 0, tak cos%:—‘cos%‘ a

2‘cosa‘( 1) (cosa—l— i a) 2‘cosa (cosm + isi )(cosa—i-'s' a)
2z = — | (= — 281N — ) = — ™ 18I T - 781 — | =
2 2 2 2 2 2

=2 ‘cos %‘ (cos <7r + %) + isin <7r + %)) =2 ‘cos% ci(m+%)

Veta 1.4. Nech z = [z|(cos{ +isin¢), y = |y|(cos ¥ +isind), n € N, potom
|z||y| [cos(€ + 0) + i sin(¢ + 9)] = |z||y|eEH?)

Ty =
- m[cos(§ —9) +isin(é —9)] = mei(g_ﬂ), pre y # 0

Y vl 1yl
" = |z["(cosné +isinng) = |z|"e™ - Moivreova veta (&itaj Moavrova)

Priklad 1.8. Vypocditajte
(1-iv3)*
[(=1 = 9)(=3 +iv3)]?
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Riesenie
1=ivi =2, = 1=l = VG, |— 3+ = VITT =23
Ozna¢me o = arg(l — 2\/5), g =arg(—1—1i), v =arg(-3 + 2\/_) potom
cosa:%, COSB:_T’ cosy:—§
sinaz—@, smﬁ_— =, Sin’y:%
odkial
m 3 o 57
o = —— = — [e—
37 4 ) 7 6

Goniometrické tvary jednotlivych komplexnych ¢isel st
1—iV/3=2 (cos (—%) +isin(—§)) , —1l—i= ﬁ(cos —|—zsm5f)
—3+iv3 = 2/3 (cos 3 + i sin 3T)
Teraz pocitajme:
(1 —iv3)*
[(—1 = 4) (=3 + V32
2 (cos (=) + isin (52)))"

{[ﬁ(cos +zs1n4)] [2 3(cos —i—zsmE’gT)]}2

16 [cos( )—i—zsm( 7”)] 16 [cos( )—i—zsm( 3)]

[2\/6 (cos (T )+zs1n 21527r)]2 24 (cos 25” —i—zsm2 )
_ 16 4t 257 Lisi 117 _2[ <6+7r)+,.7r}_2,
= o cos 3 G isin 5 =3 cos L isin 5] = 3@

Priklad 1.9. Pre a € R vyjadrite cos 3a a sin 3 pomocou mocnin cos « a sin a.

Riesenie
Ulohu budeme riesit pomocou komplexnych ¢isel. Umocnenim komplexnej jednotky cos o +
1 sin a pomocou binomickej vety dostaneme

(cosa +isina)® = cos®a + 3icos® asina + 3i% cos asin?® o 4 7% sin® @ =

= cos’a—3cosasin’a + (3cos® asina — sin® a)i
Podla Moivreovej vety vSak plati
(cos o 4 isin)® = cos 3o + i sin 3a
Porovnanim redlnych a imaginarnych casti oboch ¢isel dostaneme

3 2

cos 3o = cos® o — 3 cos asin” «
3

sin3a = 3cos? asina — sin® «

Binomicka rovnica.

Rovnica
n

" =a
kde a € C,n je prirodzené ¢islo, sa nazyva binomickd rovnica stupna n.
Pre absolttnu hodnotu rieSenia binomickej rovnice plati

jz[" = lal

|| = Vlal

odkial



8 ALGEBRA A ANALYTICKA GEOMETRIA

Ak a = 0, tak zrejme jedinym rieSenim binomickej rovnice je x = 0.
Nech teraz a # 0. V takom pripade ¢islo @ ma exponencidlny tvar, povedzme a = |a|e’®.
HTadajme rieSenie binomickej rovnice v exponencidlnom tvare. Potom

z = {/|ale®

pri¢om staci uz len uréit honotu &. Dosadenim do binomickej rovnice dostaneme

. n .
(Wlale®)" = Jale
lale™ = |a|e®
einf — eia
néy = a+2kn, keZ
o+ 2k
&k = ———
n
Vidime, Ze kazdé dva susedné argumenty &, &1 sa od seba liSia o konstantntt hodnotu 27” a pre
k=0,1,...,n—1 st vietky argumenty §; navzdjom rozne a lezia v intervale (%, & 4 27). Kazdy

iny argument ¢, dostaneme z uvedenych n argumentov pripoc¢itanim vhodného celociselného
nasobku ¢&isla 27. Tieto zistenia ndm umoziuji vyslovit tvrdenie
Veta 1.5. Binomick4 rovnica
" =a
kde a # 0, a = |ale'*, n € N ma prave n navzijom roznych korenov

-a+2kn

zp = Vl|ale" », ke{0,1,...,n—1}

ktoré v Gaussovej rovine lezia na kruznici so stredom 0, polomerom {/|a| a tvoria vrcholy
pravidelného n-uholnika.

O
Priklad 1.10. Vyrieste rovnicu
a) z3 +i=0,
b) z? = 3 — 4i.
Riesenie
a) z3=—
23 = ¢l(=3)
s
.77+2k7r
zp=vV1e 5, k=0,1,2
; us . . .
zo = €75) = cos(—%) +isin(—f) = § — i
s
;- 2w i .. .
Ty =¢€"73 =¢'2 =cosy +ising =i
iﬂ PR 7 .7 V3 1.
To=¢'" 3  =¢e'c =cosg +ising = -5 — i
Korenmi rovnice st éisla § — %i, 1, —@ — %z
b) |3 —4i| = /32 +(—-4)2=5
Pre argument « ¢isla 3 — 44 plati cosa = %, sina = —%. Cislo a nebudeme vyéislovat, lebo ako

uvidime, jeho hodnotu nebudeme potrebovat. VSimnime si este, Ze z predchidzajicich vztahov
vyplyva a € (22,2n) a odtial 2 € (2, ).
Exponencidlny tvar pravej strany rovnice je 5e'®. Potom pre korene rovnice plati
ca+2kmw
zy, = \/5e' B , k=01
teda
Ty = \/gel%
s a+2m o . .o
x] = VBel T = \/Bels el = —/Beit = —Zg
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Vidime, ze korene binomickej rovnice druhého stupna st navzijom opacné éisla.
U7 sme zistili, Ze § lezi v druhom kvadrante, preto

o 1+ cosa 1+ 2
COS— = —{/ ——— = — = ——
2 \ 2 2 NG
.« 1 —cosa 1—% 1
Sin — = = —_
2\ 2 2 NG

xTg = ﬁ(cos%%—isin%) = \/5(—

[S{[9%)

Potom

$1:—x0:2—’i

Korenmi rovnice sa ¢isla —2 4+, 2 — 1.

Kvadraticka a bikvadraticka rovnica.

Rovnica
ar? +bz+c=0
kde a,b,c € C, a # 0 sa nazyva kvadratickd rovnica.

Upravme lavt stranu kvadratickej rovnice:

b 2 K
4+ — ) — = 4=
2a 4a?  a
b > b - dac
4+ — ) - 7"
2a 4a?
Teraz mozeme kvadratickQ rovnicu pisat v tvare
n b\? b2 — 4dac 0
T+ —| ———| = .
2a 4a?

n b\2 b2 — dac 0
x —_— _——_— ==
2a 4a?

b
ar’ +bx+c = a[m2+—x+2] =a
a a

1
Il

= a

a

SN

Komplexné &islo D = b — 4ac sa nazyva diskriminant kvadratickej rovnice.

Nech d je komplexné ¢islo, pre ktoré plati d> = D. Také ¢islo d vidy existuje (dokonca pre
D # 0 st také ¢isla dve - navzajom opac¢né), ziskame ho vyrieSenim binomickej rovnice 32 = D.
Pokrac¢ujme v tprave kvadratickej rovnice:

b\? &2
2) -2
<x+2a> 4a?

FLENC (UL A
x 2a  2a x 2a 2a -

Sucin koplexnych é&isel sa rovna nule prave vtedy, ked aspofi jedno z nich je nulové, preto

b d b d
—_—— — = 1 —_ _— =
a:+2a 7 0 alebo x+2a+2a 0
odkial
—b+d —-b—d
T = alebo z =
a 2a

Tym sme dokazali tvrdenie:
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Veta 1.6. Kvadraticka rovnica
ar? +bz+c=0
kde a,b,c € C, a # 0 mé korene
—b+d
2a
kde d je jeden z korefiov binomickej rovnice y*> = b> — 4ac.

T1,2

O

Poznimka 1.2. Ak diskriminant kvadratickej rovnice D = b? — 4ac je redlne nezaporné &islo,
tak jednym korefiom binomickej rovnice y? = D je redlne ¢islo v/ D a korene kvadratickej rovnice
maju tvar

-b++vD

2a
Ak D je zaporné reélne &islo, tak jednym korefiom binomickej rovnice y? = D je imaginirne
¢islo z\/ﬁ a korene kvadratickej rovnice maju tvar

—b=+i\/|D|
2a
Priklad 1.11. Vyrieste kvadratickti rovnicu z? — 22 — 2 +4i =0

T12 =

T12 =

Riesenie
Vypocitame najpr diskriminant:

D= (=22 —4(—2+4i) =4+ 8 — 16i = 12 — 16i = 4(3 — 4i)

Pre argument § diskriminantu D plati

R 4 3 0 3
cosd = 5 sind = — 0 € <7,27r>, 2 c <Z’7T>

Jednym riesenim binomickej rovnice y? = 4(3 — 44)

d=+V4 (cos——i—zsm —2\/_ 5 = -4+ 2

Pre korene kvadratickej rovnice plati

Ti2 =

24 (=4+4+2i) [ -1+
2 Tl 3-14

Kvadraticka rovnica ma dva korene —1+17 a 3 — 7.

Bikvadratickou rovnicou nazyvame rovnicu

ar* + bz’ +¢=0, a,b,ce C, ¢#0

2

Riesime ju pomocou substitticie z = z2, ¢im dostaneme kvadratickt rovnicu az? + bz + ¢ = 0,

ktort vieme riesit.

Priklad 1.12. Vyrieste bikvadratickt rovnicu z* — 222 — 2 4 44 = 0.

Riesenie
Po substiticii z = 2 dostaneme kvadratickti rovnicu 22 — 2z — 2 + 4i = 0, ktorej korene
sme vypocitali v predchddzajicom priklade. Teda zy = —1 414, 29 = 3 — 4. Staéi uz len vyriesit

binomické rovnice
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| — 1414 =2, cosa = —LQ, a € (%,w) 13— 1| =10, cosf = im, SRS (37”,27r)
1—L 14—
- vz [V2-1 VAT V1043
cos § = 7 = Ve cos’g — e = — 2\/%
1—|—L 1—-3_
- Vi [V241 B _ V1o _  [/+/10-3
sm%— 22— 2\75 sin 5 = 210— 510
72 = \/2e1® z2 = /108
Tg = {4/562% Ty = \4/1Oei§
_ 4 V2-1 \/§+1> _ 4 _\/\/ﬁ% \/\/ﬁ+3)
v = V3 (95 +i/ 25 z = V10 (/G5 + iy 40
my = /Y221 4 \/\/§2+1 1o = —/ V1048 4, [V10-3
Tl = —Ig= \/5271 7 \/52+1 Tl = —Tg = \/@+3 —1 \/@73
Korenmi bikvadratickej rovnice st ¢isla
\/ﬁ—l V2e1 \/ﬁ—l NEESY
- -1
\/\/_+3 \/\/— 3 \/\/_+3 \/\/— 3
|
Cvicenie 1.1.
(1) Najdite redlne ¢isla r, s tak, aby platilo
(a) (2 — 4i)r + (3 — bi)s = 2i r=-3, s=2]
(b) (=3 — 2i)r + (—1 + 2i)si = —6 — 5i r=4, s=—3]
(2) Kedy je sucet komplexnych ¢isel a + bi, ¢+ di ¢islo a) redlne, b) imaginérne, c) rydzo-

imaginarne?
5 [a) b=—d,b)b# —dc) a=—c, b# —d]
3) Vypocitajte

(a) (24 3i)(3 —41) — (5 —4i) [13 + 51]

(b) (=2 + 3i)? [46 + 91]
i pren =1+ 4k,
—1 pren =2+ 4k
—i pren =3 + 4k
1 pre n = 4k

(c) i", neN

2 .
143 [_%_%Z]

()

1—i)
(e) # [_
(241)(1 + 21)
(4) Pre ktoré komplexné ¢isla z = a + bi plati
(a) z=72 [a€R, b=0]

(b) 22 =% 0,1, -4 43 —1 — 33

(5) Vypocitajte absolitnu hodnotu komplexnych ¢&isel
(a) 3 —4i [5]
1 -\ 12
(b) ﬂ
(1—14)10
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(6) Napiste v goniometrickom a exponencidlnom tvare

(a) 5

(b) =3

(c) 21

-3 -3

(f) vV2-iv2

(g) 1 —cosa+isina [

(7) Vypocitajte
1+itga
(@) e o
(1 —iv/3)(cos p + isin )
2(1 —i)(cos ¢ — isinp)
(_1_*_2'\/5)15 (—1—’i\/§)15
(1—14)20 (1414)0

(b)

(c)

[5(cos 0 4 4 sin 0) = 5¢™]

[3(cos 7 4 i sin ) = 3¢'7]

{2 (cosg + ising) = 261%:

[(cos 37” + 28in 37“) = ei%r:

[2\/§ (cos 4?” + 2sin 4?“) = 2\/361%-

.. 7 ]
[2 (cos %” + 4 sin %T) = 2¢'1

2sin%ei(wga), ak a € (4km, 27 + 4kn)
2 ‘sin%‘ ei(?ﬂr?_a), ak a € (21 + 4k, 4 + 4kT) |

[cos 2cx + i sin 20

=

|

(cos (2¢ — &) + isin (2¢ — 1%))}

[—64]

(8) Vyjadrite cos bz, sin5x pomocou mocnin sinz, cos .

|

(9) Rieste binomickt rovnicu

(a) z2 = 2

(b) 2% = —8i

(c) z2 = —8 — 6i
(d) z3 = —i

(e) zt = —4

) (V3+i)ab=1—i

(10) Rieste kvadratickd rovnicu
(a) 2> —(24+i)r —1+7i=0
(b) 22— (3-2i)z+5-5i=0

(c) 2+i)z> —(5+i)z+2—-2i=0
(11) Rieste bikvadraticka rovnicu

(a) zt + (4 4+ 2))2? +8i =0
(b) 2* — (5 +4i)z® + 6 +8i =0

€cos bz = cos
sin 5z = sin

5

5 4

z — 10 cos® zsin? z + 5 cos zsin z
z — 10sin® z cos? z + 5sinz cos*

[£(1 + )]
[£(2 — 24)]
[£(1 — 3i)]
i -

2 d
[1+4,—1+7]
19+24k7_r) i

72

(cos 19J7r—224k7r + ¢sin

k=0,1,2,3,45

1

3—14,—1+2i]
[2+i,1— 3i]

[2,5%]

[+2i, +(1 — )]
[+£v2,£(2 +9)]



