
LINEÁRNA ALGEBRARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava24. 2. 20021. Determinanty ¹tvor
ový
h matí
Ne
h A je ¹tvor
ová mati
a stupòa n, potom budeme pou¾íva» nasledujú
e oznaèenia:Ajk { mati
a, ktorá vznikne z mati
eA vy¹krtnutím j-tého riadku a k-tého ståp
a (n � 2),Ajk;rs { mati
a, ktorá vznikne z mati
e A vy¹krtnutím j-tého a k-tého riadku a r-tého as-tého ståp
a (n � 3)Príklad 1.1. Ne
h A = 0� 1; 2; 34; 5; 67; 8; 9 1A, potom napr. A11 = � 5; 68; 9 �, A23 = � 1; 27; 8 �,A12;13 = (8).De�ní
ia 1.1. Determinantom ¹tvor
ovej mati
e A = (ajk)nn nazývame èíslo, ktoré oznaèujemedetA a de�nujeme takto:(1) ak n = 1, detA = det (a11) = a11(2) ak n � 2,detA = a11detA11 � a12 detA12 + a13 detA13 + � � � + (�1)1+na1n detA1n == nPk=1(�1)1+ka1k detA1k { rozvoj determinantu podµa prvého riadkuPoznámka 1.1. Determinant mati
e A = (ajk)nn, ktorá má riadky R1;R2; : : : ; Rn a ståp
eS1;S2; : : : ; Sn budeme tie¾ oznaèova» symbolmijAj; �������� a11; a12; : : : ; a1na21; a22; : : : ; a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1; an2; : : : ; ann �������� ; ��������� R1R2...Rn ��������� ; jS1;S2; : : : ; SnjPríklad 1.2.���� a11; a12a21; a22 ���� = a11 detA11 � a12 detA12 = a11a22 � a12a21������ a11; a12; a13a21; a22; a23a31; a32; a33 ������ = a11 ���� a22; a23a32; a33 ����� a12 ���� a21; a23a31; a33 ����+ a13 ���� a21; a22a31; a32 ���� == a11(a22a33 � a32a23)� a12(a21a33 � a31a23) + a13(a21a32 � a31a22) == a11a22a33 + a12a31a23 + a13a21a32 � (a11a32a23 + a12a21a33 + a13a31a22)Poznámka 1.2. Na výpoèet determinantu mati
e tretieho stupòa m�¾eme pou¾i» Sarusovopravidlo. Je to s
héma, v ktorej je naznaèené. ktoré prvky mati
e je potrebné vynásobi» a akotieto súèiny sèíta». Jednou takou s
hémou je 1



2 LINEÁRNA ALGEBRA
v ktorej prvky mati
e sú znázornené krú¾kami. Prvky pospájané èiarami sa vynásobia a odsúètu súèinov prvej skupiny sa odèíta súèet súèinov druhej skupiny.Príklad 1.3. Vypoèítajme Sarusovým pravidlom������ 1; 0; 33; 2; 51; 1; 2 ������Rie¹enie ������ 1; 0; 33; 2; 51; 1; 2 ������ = 1 � 2 � 2 + 3 � 1 � 3 + 5 � 0 � 1� (1 � 2 � 3 + 1 � 5 � 1 + 3 � 0 � 2) = 2Veta 1.1. Ne
h A = (ajk)nn, n � 2, potomdetA = a11detA11 � a21 detA21 + a31 detA31 + � � � + (�1)n+1an1 detAn1 == nPj=1(�1)j+1aj1 detAj1 { rozvoj determinantu podµa prvého ståp
aD�kaz (matemati
kou induk
iou vzhµadom na stupeò mati
e A)1. n = 2 ���� a11; a12a21; a22 ���� = a11a22 � a12a21 = a11 detA11 � a21 detA212. Ne
h veta je pravdivá pre v¹etky mati
e stupòa n� 1; n � 3. Podµa de�ní
ie jedetA = nXk=1(�1)1+ka1k detA1k = a11 detA11 + nXk=2(�1)1+ka1k detA1kVyu¾ime indukèný predpoklad a vyjadrime detA1k pre k � 2 rozvojom podµa prvého ståp
a.Pritom si uvedomme, ¾e j-tý riadok mati
e A pre j � 2 je (j � 1)-tým riadkom mati
e A1k apre k � 2 majú v¹etky mati
e A1k rovnaký prvý ståpe
 (a21; a31; : : : ; an1)T .detA1k = nXj=2(�1)1+(j�1)aj1 detAj1;1kDosaïme to do pred
hádzajú
eho vyjadrenia determinantu mati
e A.detA = a11 detA11 + nPk=2(�1)1+ka1k nPj=2(�1)1+(j�1)aj1 detAj1;1k == a11 detA11 + nPk=2 nPj=2(�1)1+k+ja1kaj1 detAj1;1k == a11 detA11 + nPj=2 nPk=2(�1)1+k+ja1kaj1 detAj1;1k == a11 detA11 + nPj=2(�1)1+jaj1 nPk=2(�1)ka1k detAj1;1kVyjadrime detAj1 pre j � 2 rozvojom podµa prvého riadku.detAj1 = nXk=2(�1)1+(k�1)a1k detAj1;1k



LINEÁRNA ALGEBRA 3Na základe tohodetA = a11 detA11 + nXj=2(�1)1+jaj1detAj1 = nXj=1(�1)1+jaj1detAj1èo je rozvoj detA podµa prvého ståp
a. �Príklad 1.4. Vypoèítajme�������� 1; 1; 1; 10; 3; 2; 10; �1; 2; 12; 5; 2; 2 ��������Rie¹enieV prvom ståp
i je veµa núl, preto na výpoèet pou¾ijeme rozvoj podµa prvého ståp
a.�������� 1; 1; 1; 10; 3; 2; 10; �1; 2; 12; 5; 2; 2 �������� = 1 � ������ 3; 2; 1�1; 2; 15; 2; 2 �������0 � ������ 1; 1; 1�1; 2; 15; 2; 2 ������+0 � ������ 1; 1; 13; 2; 15; 2; 2 �������2 � ������ 1; 1; 13; 2; 1�1; 2; 1 ������ == ������ 3; 2; 1�1; 2; 15; 2; 2 ������� 2 � ������ 1; 1; 13; 2; 1�1; 2; 1 ������ = 12� 2+10� (10+6� 4)� 2(2+6� 1� (�2+2+3)) == 20� 12� 2(7� 3) = 0Veta 1.2. Determinat hornej resp. dolnej trojuholníkovej mati
e sa rovná súèinu prvkov na jejhlavnej diagonále.D�kazRozvojom podµa prvého ståp
a pre determinant hornej trojuhoníkovej mati
e dostaneme������������
a11; a12; a13; : : : ; a1n�1; a1n0; a22; a23; : : : ; a2n�1; a2n0; 0; a33; : : : ; a3n�1; a3n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0; 0; 0; : : : ; an�1n�1; an�1n0; 0; 0; : : : ; 0; ann

������������ = a11 ���������� a22; a23; : : : ; a2n�1; a2n0; a33; : : : ; a3n�1; a3n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0; 0; : : : ; an�1n�1; an�1n0; 0; : : : ; 0; ann
���������� == a11a22 �������� a33; : : : ; a3n�1; a3n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0; : : : ; an�1n�1; an�1n0; : : : ; 0; ann �������� = � � � = a11a22 : : : an�2n�2 ���� an�1n�1; an�1n0; ann ���� == a11a22 : : : an�2n�2 an�1n�1annV prípade dolnej trojuholníkovej mati
e by sme postupovali rozvojom podµa prvého riadku.�Veta 1.3. Pre ka¾dú ¹tvor
ovú mati
u AdetAT = detA



4 LINEÁRNA ALGEBRAD�kaz (matemati
kou induk
iou vzhµadom na stupeò mati
e A)Ne
h A = (ajk)nn.1. n = 1 detAT = det (a11)T = det (a11) = detA2. Ne
h veta platí pre v¹etky mati
e stupòa n � 1, kde n � 2. V¹imnime si, ¾e transponovanámati
a k Ajk je (Ajk)T = ATkj.Rozvoj determinantu mati
e AT podµa prvého ståp
a jedetAT = a11detAT11 � a12 detAT21 + � � �+ (�1)n+1a1n detATn1 == a11det (A11)T � a12 det (A12)T + � � �+ (�1)n+1a1n det (A1n)TMati
e A1k sú stupòa n�1, preto podµa indukèného predpokladu je det (A1k)T = detA1k a predeterminant mati
e AT dostanemedetAT = a11detA11 � a12 detA12 + � � �+ (�1)n+1a1n detA1n = detA �Poznámka 1.3. Transponovaním mati
e sa z jej riadkov stanú ståp
e. Preto, na základe pred-
hádzajú
ej vety, ak determinant mati
e závisi urèitým sp�sobom od jej riadkov, rovnako závisíaj od jej ståp
ov. Z tohto d�vodu budeme vlastnosti determinantov formulova» aj dokazova» lenpre riadky. Pre ståp
e si i
h doká¾ete sformulova» sami.Veta 1.4. Ne
h A = (ajk)nn, n � 2, potom pre ka¾dé j 2 f1; : : : ; ngdetA = (�1)j+1aj1detAj1 + (�1)j+2aj2 detAj2 + � � � + (�1)j+najn detAjn == nPk=1(�1)j+kajk detAjk { rozvoj determinantu podµa j-tého riadkuD�kazDá sa vykona» matemati
kou induk
iou, podobne ako vo vete o determinante transponovanejmati
e. �Príklad 1.5. Vypoèítajme�������� 1; a; 1; 11; b; 2; 11; 
; 1; 22; d; 1; 2 ��������Rie¹enieRozviòme podµa druhého ståp
a:�������� 1; a; 1; 11; b; 2; 11; 
; 1; 22; d; 1; 2 �������� = �a ������ 1; 2; 11; 1; 22; 1; 2 ������+ b ������ 1; 1; 11; 1; 22; 1; 2 ������� 
 ������ 1; 1; 11; 2; 12; 1; 2 ������+ d ������ 1; 1; 11; 2; 11; 1; 2 ������ == �3a+ b+ dVeta 1.5. Ak niektorý riadok ¹tvor
ovej mati
e A je nulový, tak detA = 0.D�kazAk A je prvého stupòa, tak má jediný prvok, ktorý je nulový, a evidentne detA = 0. Ak jeväè¹ieho stupòa, rozviòme determinant podµa nulového riadku. �



LINEÁRNA ALGEBRA 5Veta 1.6. Ne
h mati
a B vznikne zo ¹tvor
ovej mati
e A vzájomnou zámenou dvo
h riadkov,potom detB = �detA.D�kaz (matemati
kou induk
iou vzhµadom na stupeò mati
e A)Ne
h A = (ajk)nn.1. n = 2 detB = ���� a21; a22a11; a12 ���� = a21a12 � a11a22 = �(a11a22 � a21a12) = �detA2. Ne
h veta platí pre v¹etky mati
e stupòa n � 1; n � 3 a ne
h mati
a B vznikne z mati
eA výmenou r-tého a s-tého riadku, r 6= s. Mati
a B je stupòa aspoò 3, preto v nej existujeïal¹í riadok - j-tý, j 6= r; j 6= s. Uvedomme si, ¾e pre ka¾dé k 2 f1; : : : ; ng sa mati
e Ajk; Bjkodli¹ujú len poradím dvo
h riadkov. Preto podµa indukèného predpokladu detBjk = �detAjk.Rozviòme determinant mati
e B podµa j-tého riadku:detB = nPk=1(�1)j+kajkdetBjk = nPk=1(�1)j+kajk(�detAjk) == � nPk=1(�1)j+kajkdetAjk = �detA �Veta 1.7. Ak ¹tvor
ová mati
a A má dva riadky rovnaké, tak detA = 0.D�kazNe
h r-tý a s-tý riadok mati
e A sú rovnaké, r 6= s. Ne
h mati
a B vnikne z A zámenour-tého a s-tého riadku. Potom podµa pred
hádzajú
ej vety detB = �detA. Na druhej straneB = A, preto detB = detA. Teda detA = �detA, odkiaµ detA = 0. �Príklad 1.6. ������ 1; 2; �10; 3; 14; �1; 0 ������ S1:=:S3= � ������ �1; 2; 11; 3; 00; �1; 4 ������ R1:=:R2= ������ 1; 3; 0�1; 2; 10; �1; 4 ������Veta 1.8. Ne
h mati
a B vznikne zo ¹tvor
ovej mati
e A vynásobením jej j-tého riadku èíslom�. Potom detB = �detA, èi¾e ���������������
R1...Rj�1�RjRj+1...Rn

��������������� = � ���������������
R1...Rj�1RjRj+1...Rn

���������������D�kazNe
h A = (ajk)nn. Rozviòme determinant mati
e B podµa j-tého riadku:detB = nXk=1(�1)j+k�ajkdetAjk = � nXk=1(�1)j+kajkdetAjk = �detA �Príklad 1.7.6 ������� 23 ; 1; 32�13 ; �1; 00; 2; �2 ������� R1:=2R1= 3 ������� 43 ; 2; 3�13 ; �1; 00; 2; �2 ������� S1:=3S1= ������ 4; 2; 3�1; �1; 00; 2; �2 ������



6 LINEÁRNA ALGEBRAVeta 1.9. ����������������
R1...Rj�1R0j +R00jRj+1...Rn

���������������� =
����������������

R1...Rj�1R0jRj+1...Rn
����������������+

����������������
R1...Rj�1R00jRj+1...Rn

����������������D�kazNe
h A = (ajk)nn = ������� R1...Rn ������� ; Rj = R0j + R00j ; R0j = (a0j1; : : : ; a0jn); R00j = (a00j1; : : : ; a00jn).Potom����������������
R1...Rj�1R0j +R00jRj+1...Rn

���������������� = detA = nPk=1(�1)j+kajk detAjk = nPk=1(�1)j+k(a0jk + a00jk) detAjk =
= nPk=1(�1)j+ka0jk detAjk + nPk=1(�1)j+ka00jk detAjk = ����������������

R1...Rj�1R0jRj+1...Rn
����������������+

����������������
R1...Rj�1R00jRj+1...Rn

���������������� �Príklad 1.8.������ 2; 1; 3�1; �1; 00; 2; �4 ������+ ������ 2; �1; 3�1; 1; 00; �2; �4 ������ = ������ 2; 1� 1; 3�1; �1 + 1; 00; 2� 2; �4 ������ = ������ 2; 0; 3�1; 0; 00; 0; �4 ������ = 0
Veta 1.10. Ne
h mati
a B vznikne zo ¹tvor
ovej mati
e A = 0B� R1...Rn 1CA nahradením riadku Rjriadkom �Rj+�Rk, kde �; � sú µubovoµné èísla, j; k 2 f1; : : : ; ng; j 6= k. Potom detB = �detA.



LINEÁRNA ALGEBRA 7D�kaz
detB = ����������������

R1...�Rj + �Rk...Rk...Rn
���������������� =

����������������
R1...�Rj...Rk...Rn

����������������+
����������������
R1...�Rk...Rk...Rn

���������������� = � ����������������
R1...Rj...Rk...Rn

����������������+ � ����������������
R1...Rk...Rk...Rn

���������������� = � detA+ � 0 = � detA
�Príklad 1.9. Vypoèítajme�������� 2; �1; 3; 14; �3; 4; 23; 5; �1; 26; 10; 1; 3 ��������Rie¹eniePomo
ou ERO a ESO vytvoríme v niektorom riadku alebo ståp
i èo najvia
 núl a potomrozvinieme podµa neho:�������� 2; �1; 3; 14; �3; 4; 23; 5; �1; 26; 10; 1; 3 �������� R2:=R2�2R1R4:=R4�2R3R3:=2R3�3R1= 12 �������� 2; �1; 3; 10; �1; �2; 00; 13; �11; 10; 0; 3; �1 �������� = 12 2 ������ �1; �2; 013; �11; 10; 3; �1 ������ =S2:=S2+3S3= ������ �1; �2; 013; �8; 10; 0; �1 ������ = � ���� �1; �213; �8 ���� = �(8 + 26) = �34

Príklad 1.10. Vypoèítajme���������� a; x; x; x; xx; b; x; x; xx; x; 
; x; xx; x; x; d; xx; x; x; x; e
����������Rie¹eniePomo
ou ERO upravíme mati
u na hornú trojuholníkovú.���������� a; x; x; x; xx; b; x; x; xx; x; 
; x; xx; x; x; d; xx; x; x; x; e
���������� Rj :=Rj�R5j=1;2;3;4= ���������� a� x; 0; 0; 0; x� e0; b� x; 0; 0; x� e0; 0; 
� x; 0; x� e0; 0; 0; d� x; x� ex; x; x; x: e

���������� =Pokraèujme úpravou R5 := R5 � xa�xR1 � xb�xR2 � x
�xR3 � xd�xR4 za predpokladu, ¾e x 6=a; b; 
; d.



8 LINEÁRNA ALGEBRA= ���������� a� x; 0; 0; 0; x� e0; b� x; 0; 0; x� e0; 0; 
� x; 0; x� e0; 0; 0; d� x; x� e0; 0; 0; 0: e� x(x�e)a�x � x(x�e)b�x � x(x�e)
�x � x(x�e)d�x
���������� == (a� x)(b� x)(
� x)(d� x)�e+ x(e�x)a�x + x(e�x)b�x + x(e�x)
�x + x(e�x)d�x �Ostáva nám vypoèíta» determinant v prípado
h, keï x 2 fa; b; 
; dg. Urobíme to napr. pre x = b,v ostatný
h prípado
h by sme postupovali rovnako:���������� a; b; b; b; bb; b; b; b; bb; b; 
; b; bb; b; b; d; bb; b; b; b; e

���������� Rj :=Rj�R2j=1;3;4;5= ���������� a� b; 0; 0; 0; 0b; b; b; b; b0; 0; 
� b; 0; 00; 0; 0; d� b; 00; 0; 0; 0; e� b
���������� S1:=S1�S2=

= ���������� a� b; 0; 0; 0; 00; b; b; b; b0; 0; 
� b; 0; 00; 0; 0; d� b; 00; 0; 0; 0; e� b
���������� = (a� b)b(
� b)(d� b)(e � b)

Veta 1.11. Ak sú riadky ¹tvor
ovej mati
e A lineárne závislé, tak detA = 0.D�kazNe
h riadky mati
e A = 0B� R1...Rn 1CA sú lineárne závislé, potom jeden z ni
h je lineárnou kombi-ná
iou ostatný
h. Ne
h je to napr. R1 (keby to bol iný, postupovali by sme podobne). Existujúteda èísla �2; �3; : : : ; �n tak, ¾eR1 = �2R2 + �3R3 + � � �+ �nRnPotomdetA = ����������� �2R2 + �3R3 + � � �+ �nRnR2R3...Rn
����������� =

����������� �2R2R2R3...Rn
�����������+

����������� �3R3R2R3...Rn
�����������+ � � �+ ����������� �nRnR2R3...Rn

����������� == �2 ����������� R2R2R3...Rn
�����������+ �3 ����������� R3R2R3...Rn

�����������+ � � � + �n ����������� RnR2R3...Rn
����������� = �2 0 + �3 0 + � � � + �n 0 = 0 �Veta 1.12. Mati
a A je regulárna práve vtedy, keï detA 6= 0.D�kazNe
h detA 6= 0, potom podµa pred
hádzajú
ej vety sú riadky mati
e A lineárne nezávislé, ateda mati
a A je regulárna.Predpokladajme teraz, ¾e A je regulárna mati
a. V tom prípade je riadkovo ekvivalentá sjednotkovou mati
ou. Uvedomme si, èo sa deje s determinantom, ak mati
u A pomo
ou ERO



LINEÁRNA ALGEBRA 9upravíme na jednotkovú: výmena riadkov zmení znamienko determinantu; vynásobenie riadkunenulovým èíslom znamená vynásobenie determinantu týmto èíslom; tretia ERO dterminantnemení. Z toho vyplýva, ¾e determinant mati
e A je nenulovým násobkom determinantu jed-notkovej mati
e, a teda èíslom r�znym od nuly, lebo det I = 1. �Príklad 1.11. Zistime, èi sú päti
e (1; 1; 1; 1; 1); (1; 2; 3; 4; 5); (1; 4; 9; 16; 25); (1; 8; 27; 64; 125),(1; 16; 81; 256; 625) lineárne závislé alebo nezávislé.Rie¹enieZapí¹me päti
e ako riadky mati
e A a vypoèítajme jej determinant.detA = ���������� 1; 1; 1; 1; 11; 2; 3; 4; 51; 4; 9; 16; 251; 8; 27; 64; 1251; 16; 81; 256; 625
���������� Sk:=Sk�Sk�1k=5;4;3;2= ���������� 1; 0; 0; 0; 01; 1; 1; 1; 11; 3; 5; 7; 91; 7; 19; 37; 611; 15; 65; 175; 369

���������� == �������� 1; 1; 1; 13; 5; 7; 97; 19; 37; 6115; 65; 175; 369 �������� = �������� 1; 0; 0; 03; 2; 2; 27; 12; 18; 2415; 50; 110; 194 �������� = ������ 2; 2; 212; 18; 2450; 110; 194 ������ == ������ 2; 0; 012; 6; 650; 60; 84 ������ = 2 ���� 6; 660; 84 ���� = 2 ���� 6; 060; 24 ���� = 288Determinant mati
e A je r�zny od nuly, èi¾e A je regulárna mati
a, preto dané päti
e sú lineárnenezávislé.Veta 1.13. Ne
h A; B sú ¹tvor
ové mati
e stupòa n a ne
h D je regulárna mati
a, potom(1) detAB = detAdetB(2) detD�1 = (detD)�1 �Veta 1.14. Ne
h A = (ajk) je ¹tvor
ová mati
a stupòa n a ne
h r; s 2 f1; 2; : : : ; ng, potomnXk=1(�1)r+kaskdetArk = � detA; ak r = s0; ak r 6= sD�kazAk r = s, uvedený výraz je rozvojom determinantu mati
e A podµa jej r-tého riadku. Akr 6= s, je to rozvoj determinantu mati
e B podµa jej r-tého riadku, prièom mati
a B vznikne zmati
e A nahradením r-tého riadku jej s-tým riadkom. Mati
a B má dva riadky rovnaké, pretojej determinant sa rovná nule. �Veta 1.15. Ne
h A = (ajk)nn je regulárna mati
a, A�1 = (
jk)nn je k nej inverzná mati
a, potompre ka¾dé j; k 2 f1; : : : ; ng 
jk = (�1)j+k detAkjdetAD�kazStaèí dokáza», ¾e súèin matí
 (ajk)nn; (
jk)nn je jednotková mati
a. Oznaème djk prvok na(j; k)-tom mieste súèinu tý
hto matí
. Potomdjk = nXr=1 ajr
rk = nXr=1 ajr(�1)r+k detAkrdetA = 1detA nXr=1(�1)r+kajrdetAkr = � 1; ak j = k0; ak j 6= k



10 LINEÁRNA ALGEBRA �Príklad 1.12. Vypoèítajme A�1 (pokiaµ existuje), akA = 0� �2; �6; �3�2; �7; �21; 2; 1 1ARie¹eniedetA = ������ �2; �6; �3�2; �7; �21; 2; 1 ������ = ������ �2; �6; �1�2; �7; 01; 2; 0 ������ = � ���� �2; �71; 2 ���� = �(�4 + 7) = �3 6= 0Mati
a A je regulárna, preto inverzná mati
a k nej existuje.detA11 = ���� �7; �22; 1 ���� = �3; detA12 = ���� �2; �21; 1 ���� = 0; detA13 = ���� �2; �71; 2 ���� = 3;detA21 = ���� �6; �32; 1 ���� = 0; detA22 = ���� �2; �31; 1 ���� = 1; detA23 = ���� �2; �61; 2 ���� = 2;detA31 = ���� �6; �3�7; �2 ���� = �9; detA32 = ���� �2; �3�2; �2 ���� = �2; detA33 = ���� �2; �6�2; �7 ���� = 2A�1 = 1detA 0� detA11; �detA12; detA13�detA21; detA22; �detA23detA31; �detA32; detA33 1AT = �13 0� �3; 0; 30; 1; �2�9; 2; 2 1AT == 13 0� 3; 0; 90; �1; �2�3; 2; �2 1A = 0� 1; 0; 30; �13 ; �23�1; 23 ; �23 1AVeta 1.16. (Cramerovo pravidlo) Ne
h A je regulárna mati
a stupòa n, B je mati
a typu n�1.Potom sústava lineárny
h rovní
 AX = B má jediné rie¹enie:1detA (detA1; detA2; : : : ; detAn)kde Aj je mati
a, ktorá vznikne z mati
e A nahradením j-tého ståp
a pravou stranou B sústavy.D�kazNe
h B = (b1; : : : ; bn)T . Mati
a A = (ajk)nn je regulárna, teda jej hodnos» a tie¾ hodnos»mati
e sústavy je n, èo je zároveò poèet neznámy
h. Z toho vyplýva, ¾e sústava má jedinérie¹enie. Toto rie¹enie m�¾eme získa» aj tak, ¾e mati
ovú rovni
u AX = B vynásobíme zµavamati
ou A�1 a dostaneme X = A�1B, prièom pre j-tú zlo¾ku platíxj = nXk=1 �(�1)j+k detAkjdetA � bk = 1detA nXk=1(�1)k+jbkdetAkj = detAjdetA �Príklad 1.13. Rie¹me sústavu lineárny
h rovní
 s parametrom � 2 R�x + y + z = 1x + �y + z = �x + y + �z = �2



LINEÁRNA ALGEBRA 11Rie¹enieV prípado
h, kedy je mati
a sústavy regulárna, vyrie¹ime sústavu Cramerovým pravidlom, vostatný
h prípado
h Gaussovou eliminaènou metódou.D = ������ �; 1; 11; �; 11; 1; � ������ = �3 � 3� + 2Pre ra
ionálne korene pq rovni
e �3�3�+2 = 0 platí pq 2 f�1; �2g. Hornerovou s
hémou zistíme,¾e 1 je dvojnásobným a -2 jednodu
hým koreòom. Potom D = �3 � 3� + 2 = (� � 1)2(� + 2).1. Ne
h � 6= 1;�2.D1 = ������ 1; �; 1�; �; 1�2; 1; � ������ = �2 + � + �3 � �3 � 1� �3 = ��3 + �2 + � � 1 = �(� � 1)2(� + 1)D2 = ������ �; 1; 11; �; 11; �2; � ������ = �2 � 2� + 1 = (� � 1)2D3 = ������ �; 1; 11; �; �1; 1; �2 ������ = �4 � 2�2 + 1 = (�2 � 1)2 = (� � 1)2(� + 1)2Rie¹ením sústavy je troji
a�D1D ; D2D ; D3D � = ��� + 1� + 2 ; 1� + 2 ; (� + 1)2� + 2 �2. Ne
h � = 1. 0� 1; 1; 1 11; 1; 1 11; 1; 1 1 1A � 0� 1; 1; 1 10; 0; 0 00; 0; 0 0 1ARie¹ením sú v¹etky troji
e (1� s� t; s; t), kde s; t 2 R.3. Ne
h � = �2.0� �2; 1; 1 11; �2; 1 �21; 1; �2 4 1A � 0� 1; 1; �2 40; 3; �3 90; �3; 3 �6 1A � 0� 1; 1; �2 40; 3; �3 90; 0; 0 3 1AV tomto prípade sústava nemá rie¹enie.Cvièenie 1.(1) Vypoèítajte:(a) ���� 3; �24; �5 ���� [�7℄(b) ���� 2� i; �i3 + i; 1� i ���� [0℄(
) ������ 3; �2; 34; �5; 0�1; 0; 2 ������ [�29℄(2) Vyrie¹te rovni
u (x 2 C)������ x; 2; �10; 1; �x3; x; 2 ������ = 0 hx 2 n1; �1�p132 oi



12 LINEÁRNA ALGEBRA(3) Napí¹te rozvoj podµa 2. ståp
a:(a) ������ 1; 2; 34; 5; 67; 8; 9 ������ ��2 ���� 4; 67; 9 ����+ 5 ���� 1; 37; 9 ����� 8 ���� 1; 34; 6 �����(b) �������� 2; �2; 3; 14; �1; 0; 53; 0; �2; 13; 6; �1; �2 �������� 242 ������ 4; 0; 53; �2; 13; �1; �2 ������� ������ 2; 3; 13; �2; 13; �1; �2 ������+ 6 ������ 2; 3; 14; 0; 53; �2; 1 ������35(4) Vypoèítajte:(a) �������� 2; �2; 3; a4; �1; 0; b3; 0; �2; 
3; 6; �1; d �������� [�51a+ 84b� 75
� 3d℄(b) �������� 5; 2; �2; 34; 2; 1; 13; 6; �9; 6�4; �1; 1; �2 �������� [�6℄
(
) ���������� 2; 3; 0; 0; 01; 2; 3; 0; 00; 1; 2; 3; 00; 0; 1; 2; 30; 0; 0; 1; 2

���������� [�10℄
(d) ���������� 2; 3; 4; 5; 63; �2; 7; 5; 47; 8; 9; 10; 115; 5; 1; �4; 8�2; �1; 0; 1; 2

���������� [0℄
(e) ������������

5; 3; 3; 3; 3; 32; 7; 2; 2; 2; 23; 3; 5; 3; 3; 32; 2; 2; 7; 2; 23; 3; 3; 3; 5; 32; 2; 2; 2; 2; 7
������������ [24347℄(5) Pomo
ou determinaqntov vypoèítajte, pre aké hodnoty parametrov a; b 2 C je mati
aA regulárna:(a) A = 0� a; �2; b�2; b; �21; �1; 1 1A [a 6= b; b 6= 2℄(b) A = 0BB� 1; 1; 1; �a1; 1; �a; 11; �a; 1; 1�a; 1; 1; 1 1CCA [a 6= �1; 3℄

(
) A = 0BBBBBB� a; 0; 0; 0; 0; b0; a; 0; 0; b; 00; 0; a; b; 0; 00; 0; b; a; 0; 00; b; 0; 0; a; 0b; 0; 0; 0; 0; a
1CCCCCCA [a 6= �b℄



LINEÁRNA ALGEBRA 13(6) Pomo
ou determinantov vypoèítajte inverznú mati
u k mati
i:(a) � 
os�; � sin�sin�; 
os� � �� 
os�; sin�� sin�; 
os� ��(b) 0� 2; �2; �35; 1; �23; 2; 1 1A 24 111 0� 5; �4; 7�11; 11; �117; �10; 12 1A35(7) Rie¹te sústavu lineárny
h rovní
 (pou¾ite Cramerove pravidlo, pokiaµ je to mo¾né):(a) 3x � 4y + 5z = 12x � 3y + z = �13x � 5y � z = 2 [(�59; �37; 6)℄(b) ax + y + z = 4x + by + z = 3x + 2by + z = 4 ; a; b 2 R26664 a 6= 1; b 6= 0 : n 1b(1�a) (1� 2b; 1 � a; 4b� 2ab� 1)oa = 1; b = 12 : f(2 � t; 2; t); t 2 Rga 2 R; b = 0 : ;a = 1; b 6= 12 : ; 37775


