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1. ARITMETICKE PRIESTORY R"” A C"

Definicia 1.1. Kartezidnskym siucinom n neprazdnych mnozin M7, Mo, ..., M, nazyvame mno-
Zinu

My x My X---XMHZ{(Il,IQ,...,:En); 1 € Mi,x9 € Ms,...,x, GMn}

Jej prvky nazyvame usporiadané n-tice (struéne n-tice). Ak My = My = --- = M, = M, tak
kartezidnsky sic¢in mnozin My, Mo, ..., M, oznacujeme M".
Dve n-tice (z1,%9,...,Zn), (Y1,Y2,...,ypn) st rovnaké, ak 1 = y1, 22 = Y2, ..., Tn, = Yn.
Usporiadant n-ticu T = (1, 22, . .., ) komplexnych ¢isel (komplexni n-ticu) nazyvame tiez
n-clenngm aritmetickym vektorom kratko len vektorom. Cisla 1, o, ..., z, nazyvame zlozkami

(stradnicami) vektora T. Na mnozine C" definujeme operaciu st¢tu dvoch n-tic, ktorit budeme
oznacovat +, a sucinu komplexného ¢isla a n-tice, ktory budeme oznacovat -.

Definicia 1.2. Pre kazdé (z1,z9,...,z,) € C™, (y1,Y2,...,yn) € C", @ € C definujeme
($17$27"' 7:1:71) + (3/1,3/2’---’971) = (IE1 +y1a$2 +y27"' y L +yn)
- ($1a$2a"' 7:1:71) = (Oé$1,0[,’132,...,0[$n)

Poznamka 1.1. Ak v predchadzajtcej definicii nahradime mnoZzinu C mnoZinou R a mnozinu
C™ mnozinou R", dostaneme definiciu stc¢tu realnych mn-tic a stcinu redlneho ¢&isla a realnej
n-tice.

Mnozinu C" resp. R" s vyssie definovanymi operaciami stctu vektorov a stéinu ¢éisla a vektora,
nazyvame aritmetickym priestorom.

Dalsie vlastnosti budeme formulovat len pre aritmeticky priestor C™. Analogické vlastnosti
mé aj aritmeticky priestor R".

Budeme pouzivat nasledujice oznacenia a nazvy:

0=(0,0,...,0) — nulovy vektor (nulovd n-tica)

I
8

—Z = (—1) - T — opacny vektor (opacnd n-tica) k vektoru (n-tici) T

Veta 1.1. Pre kazdé 7,7,z € C" a «, 8 € C plati

() Z+y=9+7T komutativny zdkon

(2) T+y)+z=T+ (Y+2) asociativny zdkon
B)z+0=7

(4) 2+ (-7)=0

5)1-z=7

(6) (af) - T=a-(8-7)

(7) a-F+7) =a-T+87

8) (a+B) T=a-T+p-T

(9) a-Z = 0 prave vtedy, ked o = 0 aleboZ =0

Nech 7 = ($17$27"'7$TL)7 y = (y17y27"'7yn)’ Z = (z17z27"'7zﬂ)a potom
1
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(1) T+y= (xlaan---axn)+(y1ay2a---ayn) = (x1+ylax2+y21"'axn+yn
= (y1+x13y2+x21"'ayn+xn):(ylﬂyQa"'ayn)+(xlaan"'axn):
(2) T+y) +Z=(z1+y, 22 +y2,---,Tn +Yn) + (21,22, ,2n) =
T1+y1+ 21,02+ Y2+ 29, Tn F Yn + 2n) =
T1,%2,..,%n) + (Y1 + 201,02+ 22, Yn T 2) =T+ (T + 2)

P

3) T+0=(z1,22,...,2n) + (0,0,...,0) = (21 + 0,29+ 0,...,2, + 0) =
:(xlaan"'axn):E

(4) T+ (<3) = (21,221 +20) + (51, ~, -, —50) = (51 — 21,2 = 3,117 — ) =
— (0,0,...,0) =0

B)1-z=({1 21,1 -29,...,1-2p) = (z1,22,...,2,) =T

(6) (e

ﬁ) ‘T = (CM,B[El,CM,B[EQ,... ,CM,BIEn) = 04(,3[171,,3[172,...,,3[17") =
a[ﬁ(‘rlax%"'?xﬂ)] = (65)

(7) a (T+7) = a(z1 +y1, 72+ Y2, ..., Tn +Yn) = (a1 + ayr, a2 + aya, . .., Ty + Qyy) =
= (OZIl,OA’EQ,...,OZIn)+(Oéy1,0£y2,...,0£yn):Oé'f—f-,ﬁ'y

(8) a-T = (axy, axa, ..., ary,) je nulova n-tica prave vtedy, ked azqy =0,z =0, ...,
azr, = 0, ¢o nastane prave vtedy, ked &« = 0 alebo 21 =29 = -+ =z, =0 t.j. a =0
alebo 7 = 0.

O

Poznamka 1.2. Podobne, ako pri stéine realnych ¢éisel namiesto a - b piSeme casto ab, aj tu
budeme obvykle pisat oZ, namiesto « - T.

Definicia 1.3. Nech 71,79,...,7x € C", a1, a9,...,a € C. Vektor
T = 1T1 + a9Tg + *++ + T,
sa nazyva linedrna kombindcia vektorov Ti,To,...,T). Cisla a1, a9, ..., q; sa nazyvaja koefi-
cienty linedrnej kombinéacie tychto vektorov.
Priklad 1.1.
2(1,-1,1) +0(1,2,1) — 3(0,1,1)
je linedrnou kombinaciou trojic (1,—1,1), (1,2,1), (0,1,1).
|

Definicia 1.4. Nech M = {71,T9,...,T;} C C". Mnozinu vSetkych linedrnych kombindcii
prvkov mnoziny M t.j.

k
Zajfj; T, € M, aj € C
i=1
nazyvame linedrnym obalom mnoziny M a oznacujeme [[M]]. Prvky mnoziny M sa nazyvaji
generdtory linedrneho obalu.

Priklad 1.2. Urcte linedrny obal mnoziny M, ak
(1) M = {(1,0),(0,1)} € C*
(2) M =1{(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0)} C R3

Riesenie
(1) [[M]) = {a(1,0) + 5(0.1): . f € C} = {(a.B); @ € C} = C?
(2) [[M]] ={a(1,0,0) + B(1,1,0) + 7(0,1,0); o, B,y € R} =
= {(a+B,8+7,0); a,8,7 € R} ={(a,b,0); a,be R}
a b

Veta 1.2. Nech M C C", M' C C" s kone¢né neprazdne mnoziny. Potom plati
(1) ak M c M', tak [[M]] C [[M']]
(2) ak 7 € [[M]], tak [[M]] = [[M U{z}]
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Dokaz
Nech M = {fl,fg, ces ,Ek}.
(1) Kedze M C M’', st n-tice T1,To,...,Tx a potom aj kazda ich linedrna kombindcia

prvkami mnoziny M’. To vSak znamend, ze [[M]] C [[M']].

(2) M Cc M U{z}, preto podla prvej casti vety [[M]] C [[M U {Z}]]. DokdZeme opac¢ni
inklaziu [[M U {z}]] C [[M]]. Stadi ukazat, ze lubovolny prvok §¥ mnoziny [[M U {Z}]] je
zaroven prvkom mnoziny [[M]].

Vektor Z € [[M]] je linedrnou kombindciou prvkov mnoziny M, teda

T =T + Ty + - + Ty
Vektor § € [[M U {Z}]] je linedrnou kombinaciou prvkov mnoziny M U {Z}, teda
Y= B1T1 + BoZa + -+ + BTk + BT
Ak sem dosadime vyjadrenie vektora T dostaneme
Y =BT+ PoTa + - -+ + BTk + Ba1T1 + a9l + -+ - + axTy)
po uprave
7= (b1 + Ba1)T1 + (B2 + Baa)Ta + - - - + (By, + Bay)Ty,
Vidime, 7e vektor g je linedrnou kombindciou prvkov mnoziny M, preto y € [[M]] a
[M u{z}] C [[M]].
O
Definicia 1.5. Hovorime, Ze n-tice T1,Zo,...,Tr € C™" su linedrne zdvislé, ak existuju cisla
a1, a,...,a € C, z ktorych aspon jedno je rozne od nuly tak, ze plati
T+ wTo+ -+ T =0
Vektory 71, Ta, ..., Ty, ktoré nie st linedrne zavislé, sa nazyvaja linearne nezdvisle.
Priklad 1.3. Ukazeme, Ze n-tice
(1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0),...,(0,0,0,...,1,0),(0,0,0,...,0,1)
z C" (resp. R™) st linedrne nezivislé.
Riesenie
Zistime, pre aké ¢isla aq, s, ..., a, je splnend rovnost
a1(1,0,0,...,0,0) + a2(0,1,0,...,0,0) + - - - + ,(0,0,0,...,0,1) = (0,0,0,...,0,0)
Upravou dostaneme
(21,0,0,...,0,0) 4+ (0,9,0,...,0,0) +---+ (0,0,0,...,0,a,) = (0,0,0,...,0,0)
(a1, 09,...,0,) = (0,0,0,...,0,0)

odkial ooy = a9 = -+ = ay, = 0, ¢o znamend, ze dané n-tice si linedrne nezavislé.

Priklad 1.4. Zistite, ¢i st trojice (1,0,0),(0,1,1),(1,1,1) linedrne zavislé alebo nezavislé.
Riesenie
Zistime, pre aké koeficienty «, 8, v je linedrna kombinécia danych trojic nulova.
a(1,0,0) + 5(0,1,1) +~v(1,1,1) = (0,0,0)
(,0,0) +(0,8,8) + (v.7,7) = (0,0,0)
(@ +v.8+78+7) =(0,0,0)

odkial
a+v=0

B+vy=0
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Tejto ststave rovnic vyhovuju napr. ¢isla « =1, =1, v = —1. S nenulové (stacilo, aby bolo
nenulové jedno z nich), preto dané trojice st linedrne zavislé.

Poznamka 1.3. Lineidrnu nezavislost n-tic, mdozeme charakterizovat, podobne ako linedrnu
zavislost, pomocou linedrnej kombinacie n-tic. Staéi definiciu lindrnej zavislosti negovat a do-
staneme:
Hovorime, Ze n-tice T1,Ts,...,Z, € C" st linedrne nezdvislé, ak pre vsetky ay, ag, ..., € C
7 Tovnosti
Q1T + aTg + -+ + T = 0
vyplyva
alzagz---:ak:()

Veta 1.3. Nech pre n-tice T1,T9,...,T; plati aspon jedna z podmienok:

(1) existuje j € {1,...,k} tak, ze T; =0

(2) existujur,s € {1,...,k}, r < s tak, 7e T, = T,
Potom n-tice T1,To9, ..., T} su linedrne zavislé.
Dokaz

(1) Evidentne plati

0Z; 4+ +0T;_ 1 +1Z; +0Tj4 1 4+ -+ 0T, =0
Asporn jeden z koeficientov linedrnej kombindcie je nenulovy, preto st dané vektory line-
arne zavislé.
(2) V tomto pripade zas plati
0Z1+-+0Tp 1+ 1%, +0Tp 1+ - +0T5_1 — 1T+ 0Tgy 1+ +0Tp, =0
a ked7ze aspon jeden z koeficientov je rozny od nuly, dané n-tice si linedrne zavislé.
O

Veta 1.4. Vektor 7 € C" je linearne zavisly prave vtedy, ked 7 = 0.

Dékaz
Vektor T je lindrne zavisly prave vtedy, ked existuje o € C, a # 0 tak, ze plati oz = 0. KedZze
a # 0, je tadto rovnost splnend len pre T = 0.

O
Veta 1.5. Vektory T1,Za,..., T pre k > 2 st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je
linarnou kombinéciou ostatnych.
Dokaz
Nech sa vektory T1,Ts,...,T; linedrne zavislé. Potom existujua cisla ay, as, ..., ax, z ktorych
aspon jedno je rézne od nuly tak, ze
0Ty + aoTo+ -+ T =0
Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze a; # 0. Potom existuje afl = a% az
predchadzajicej rovnosti mozeme vyjadrit vektor T;
= = - -1
1T = —0x9 — ++ — 0T /'0[1
T = —Ckl_IOtQTQ — e = Ckl_lakfk

Teraz dokdzeme opaéni implikaciu. Nech jeden z vektorov je linedrnou kombindciou ostatnych.
Mozeme predpokladat, Ze je to Z1, keby to bol iny, postupovali by sme podobne. Teda
Ty = oo + -+ + BTk
¢o mozeme upravit na
1Ty — oy — -+ — BT = 0
Z toho na zadklade definicie vyplyva, Ze vektory Z1, To, ..., Ty si linedrne zavislé.
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O
Veta 1.6. Nech n-tice Ty, T, ..., Ty (k > 1) st linedrne zavislé a nech Ty, Tpio, ... Iy
(m >k + 1) st lubovolné n-tice. Potom n-tice T1, Ta, ..., Tk, Tkil, -, Lm SU linedrne zavislé.
Dokaz

7 predpokladov vety vyplyva, Ze existujua ¢isla oy, asg, ..., ai, z ktorych aspon jedno je rozne
od nuly, tak, ze o171 + aoZ2 + -+ + ;T = 0. PoloZzme a1 = -+ = ay, = 0. Potom
Q1T + aoTo + +++ + QpTp + gy 1Tpr1 + + AT = Q1T + QoTo + -+ + ;T = 0

kde aspon jedno z éisel aq, a9, ..., a,, je nenulové.

O
Veta 1.7. Ak st n-tice Ty, T, ..., T, linedrne nezavislé. tak st linedrne nezavislé aj n-tice
T1, Tg, ..., Tk (k Sm)

Dékaz (sporom)
Keby boli 1, To, ..., T}, linedrne zavislé, potom podla predoflej vety by boli aj 1, Zo, ..., Tp,
linearne zavislé, ¢o je spor s predpokladom vety.

O
Cviéenie 1.
(1) Zistite, ¢i vektor T = (7, 2, —2) je prvkom linedrneho obalu mnoziny vektorov
() {(1,0, 1), (2, 1, 0)} il
(b) {(2. 1, -1), (1, 0, 0)} [émo)
(©) {(1, 0, 1), (1, -1, 0), (1, 1, 5)} fino
(2) Zistite, ¢i st hnearne zavislé alebo nezavislé vektory
(a) (2, -1,0,1), (1, 2,0, —2) [lin. nezavislé]
(b) (1,0, 1), (1, -1, 0), (1, 1, 5) [lin. nezévislé]
(c) (2, —1,0,1), (—4, 2,0, ) [lin. z&vislé]
(d) (1,0, 1) (1, -1, 0), , 3) [lin. z&vislé]

(1,
(3) Nech arltmetlcke vektory T, y st linedrne nezavislé. Zistite, ¢i st linedrne zavislé alebo

nezavislé vektory
(a) T—-9, T+Y [lin. nezavislé]

b)ZT—-9,y—2T—2 [lin. z&vislé]



