
LINEÁRNA ALGEBRARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava8. 2. 20021. Aritmeti
ké priestory Rn a CnDe�ní
ia 1.1. Karteziánskym súèinom n neprázdny
h mno¾ínM1;M2; : : : ;Mn nazývame mno-¾inu M1 �M2 � � � � �Mn = f(x1; x2; : : : ; xn); x1 2M1; x2 2M2; : : : ; xn 2MngJej prvky nazývame usporiadané n-ti
e (struène n-ti
e). Ak M1 = M2 = � � � = Mn = M , takkarteziánsky súèin mno¾ín M1;M2; : : : ;Mn oznaèujeme Mn.Dve n-ti
e (x1; x2; : : : ; xn), (y1; y2; : : : ; yn) sú rovnaké, ak x1 = y1; x2 = y2; : : : ; xn = yn.Usporiadanú n-ti
u x = (x1; x2; : : : ; xn) komplexný
h èísel (komplexnú n-ti
u) nazývame tie¾n-èlenným aritmeti
kým vektorom krátko len vektorom. Èísla x1; x2; : : : ; xn nazývame zlo¾kami(súradni
ami) vektora x. Na mno¾ine Cn de�nujeme operá
iu súètu dvo
h n-tí
, ktorú budemeoznaèova» +, a súèinu komplexného èísla a n-ti
e, ktorý budeme oznaèova» �.De�ní
ia 1.2. Pre ka¾dé (x1; x2; : : : ; xn) 2 Cn, (y1; y2; : : : ; yn) 2 Cn, � 2 C de�nujeme(x1; x2; : : : ; xn) + (y1; y2; : : : ; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn)� � (x1; x2; : : : ; xn) = (�x1; �x2; : : : ; �xn)Poznámka 1.1. Ak v pred
hádzajú
ej de�ní
ii nahradíme mno¾inu C mno¾inou R a mno¾inuCn mno¾inou Rn, dostaneme de�ní
iu súètu reálny
h n-tí
 a súèinu reálneho èísla a reálnejn-ti
e.Mno¾inuCn resp.Rn s vy¹¹ie de�novanými operá
iami súètu vektorov a súèinu èísla a vektoranazývame aritmeti
kým priestorom.Ïal¹ie vlastnosti budeme formulova» len pre aritmeti
ký priestor Cn. Analogi
ké vlastnostimá aj aritmeti
ký priestor Rn.Budeme pou¾íva» nasledujú
e oznaèenia a názvy:0 = (0; 0; : : : ; 0) { nulový vektor (nulová n-ti
a)�x = (�1) � x { opaèný vektor (opaèná n-ti
a) k vektoru (n-ti
i) xy � x = y + (�x)Veta 1.1. Pre ka¾dé x; y; z 2 Cn a �; � 2 C platí(1) x+ y = y + x komutatívny zákon(2) (x+ y) + z = x+ (y + z) aso
iatívny zákon(3) x+ 0 = x(4) x+ (�x) = 0(5) 1 � x = x(6) (��) � x = � � (� � x)(7) � � (x+ y) = � � x+ � � y(8) (�+ �) � x = � � x+ � � x(9) � � x = 0 práve vtedy, keï � = 0 alebo x = 0D�kazNe
h x = (x1; x2; : : : ; xn); y = (y1; y2; : : : ; yn); z = (z1; z2; : : : ; zn), potom1



2 LINEÁRNA ALGEBRA(1) x+ y = (x1; x2; : : : ; xn) + (y1; y2; : : : ; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn) == (y1 + x1; y2 + x2; : : : ; yn + xn) = (y1; y2; : : : ; yn) + (x1; x2; : : : ; xn) = y + x(2) (x+ y) + z = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn) + (z1; z2; : : : ; zn) == (x1 + y1 + z1; x2 + y2 + z2; : : : ; xn + yn + zn) == (x1; x2; : : : ; xn) + (y1 + z1; y2 + z2; : : : ; yn + zn) = x+ (y + z)(3) x+ 0 = (x1; x2; : : : ; xn) + (0; 0; : : : ; 0) = (x1 + 0; x2 + 0; : : : ; xn + 0) == (x1; x2; : : : ; xn) = x(4) x+ (�x) = (x1; x2; : : : ; xn) + (�x1;�x2; : : : ;�xn) = (x1 � x1; x2 � x2; : : : ; xn � xn) == (0; 0; : : : ; 0) = 0(5) 1 � x = (1 � x1; 1 � x2; : : : ; 1 � xn) = (x1; x2; : : : ; xn) = x(6) (��) � x = (��x1; ��x2; : : : ; ��xn) = �(�x1; �x2; : : : ; �xn) == �[�(x1; x2; : : : ; xn)℄ = � � (� � x)(7) � � (x+ y) = �(x1+ y1; x2+ y2; : : : ; xn+ yn) = (�x1+�y1; �x2+�y2; : : : ; �xn+�yn) == (�x1; �x2; : : : ; �xn) + (�y1; �y2; : : : ; �yn) = � � x+ � � y(8) � � x = (�x1; �x2; : : : ; �xn) je nulová n-ti
a práve vtedy, keï �x1 = 0; �x2 = 0; : : : ;�xn = 0, èo nastane práve vtedy, keï � = 0 alebo x1 = x2 = � � � = xn = 0 t.j. � = 0alebo x = 0. �Poznámka 1.2. Podobne, ako pri súèine reálny
h èísel namiesto a � b pí¹eme èasto ab, aj tubudeme obvykle písa» �x, namiesto � � x.De�ní
ia 1.3. Ne
h x1; x2; : : : ; xk 2 Cn, �1; �2; : : : ; �k 2 C. Vektorx = �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxksa nazýva lineárna kombiná
ia vektorov x1; x2; : : : ; xk. Èísla �1; �2; : : : ; �k sa nazývajú koe�-
ienty lineárnej kombiná
ie tý
hto vektorov.Príklad 1.1. 2(1;�1; 1) + 0(1; 2; 1) � 3(0; 1; 1)je lineárnou kombiná
iou trojí
 (1;�1; 1); (1; 2; 1); (0; 1; 1).De�ní
ia 1.4. Ne
h M = fx1; x2; : : : ; xkg � Cn. Mno¾inu v¹etký
h lineárny
h kombiná
iíprvkov mno¾iny M t.j. 8<: kXj=1 �jxj; xj 2M; �j 2 C9=;nazývame lineárnym obalom mno¾iny M a oznaèujeme [[M ℄℄. Prvky mno¾iny M sa nazývajúgenerátory lineárneho obalu.Príklad 1.2. Urète lineárny obal mno¾iny M , ak(1) M = f(1; 0); (0; 1)g � C2(2) M = f(1; 0; 0); (1; 1; 0); (0; 1; 0)g � R3Rie¹enie(1) [[M ℄℄ = f�(1; 0) + �(0; 1); �; � 2 Cg = f(�; �); �; � 2 Cg = C2(2) [[M ℄℄ = f�(1; 0; 0) + �(1; 1; 0) + 
(0; 1; 0); �; �; 
 2 Rg == f(� + �| {z }a ; � + 
| {z }b ; 0); �; �; 
 2 Rg = f(a; b; 0); a; b 2 RgVeta 1.2. Ne
h M � Cn; M 0 � Cn sú koneèné neprázdne mno¾iny. Potom platí(1) ak M �M 0, tak [[M ℄℄ � [[M 0℄℄(2) ak x 2 [[M ℄℄, tak [[M ℄℄ = [[M [ fxg℄℄



LINEÁRNA ALGEBRA 3D�kazNe
h M = fx1; x2; : : : ; xkg.(1) Keï¾e M � M 0, sú n-ti
e x1; x2; : : : ; xk a potom aj ka¾dá i
h lineárna kombiná
iaprvkami mno¾iny M 0. To v¹ak znamená, ¾e [[M ℄℄ � [[M 0℄℄.(2) M � M [ fxg, preto podµa prvej èasti vety [[M ℄℄ � [[M [ fxg℄℄. Doká¾eme opaènúinklúziu [[M [ fxg℄℄ � [[M ℄℄. Staèí ukáza», ¾e µubovoµný prvok y mno¾iny [[M [ fxg℄℄ jezároveò prvkom mno¾iny [[M ℄℄.Vektor x 2 [[M ℄℄ je lineárnou kombiná
iou prvkov mno¾iny M , tedax = �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxkVektor y 2 [[M [ fxg℄℄ je lineárnou kombiná
iou prvkov mno¾iny M [ fxg, teday = �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk + �xAk sem dosadíme vyjadrenie vektora x dostanemey = �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk + �(�1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk)po úprave y = (�1 + ��1)x1 + (�2 + ��2)x2 + � � � + (�k + ��k)xkVidíme, ¾e vektor y je lineárnou kombiná
iou prvkov mno¾iny M , preto y 2 [[M ℄℄ a[[M [ fxg℄℄ � [[M ℄℄. �De�ní
ia 1.5. Hovoríme, ¾e n-ti
e x1; x2; : : : ; xk 2 Cn sú lineárne závislé, ak existujú èísla�1; �2; : : : ; �k 2 C, z ktorý
h aspoò jedno je r�zne od nuly tak, ¾e platí�1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk = 0Vektory x1; x2; : : : ; xk, ktoré nie sú lineárne závislé, sa nazývajú lineárne nezávislé.Príklad 1.3. Uká¾eme, ¾e n-ti
e(1; 0; 0; : : : ; 0; 0); (0; 1; 0; : : : ; 0; 0); : : : ; (0; 0; 0; : : : ; 1; 0); (0; 0; 0; : : : ; 0; 1)z Cn (resp. Rn) sú lineárne nezávislé.Rie¹enieZistime, pre aké èísla �1; �2; : : : ; �n je splnená rovnos»�1(1; 0; 0; : : : ; 0; 0) + �2(0; 1; 0; : : : ; 0; 0) + � � � + �n(0; 0; 0; : : : ; 0; 1) = (0; 0; 0; : : : ; 0; 0)Úpravou dostaneme(�1; 0; 0; : : : ; 0; 0) + (0; �2; 0; : : : ; 0; 0) + � � �+ (0; 0; 0; : : : ; 0; �n) = (0; 0; 0; : : : ; 0; 0)(�1; �2; : : : ; �n) = (0; 0; 0; : : : ; 0; 0)odkiaµ �1 = �2 = � � � = �n = 0, èo znamená, ¾e dané n-ti
e sú lineárne nezávislé.Príklad 1.4. Zistite, èi sú troji
e (1; 0; 0); (0; 1; 1); (1; 1; 1) lineárne závislé alebo nezávislé.Rie¹enieZistíme, pre aké koe�
ienty �; �; 
 je lineárna kombiná
ia daný
h trojí
 nulová.�(1; 0; 0) + �(0; 1; 1) + 
(1; 1; 1) = (0; 0; 0)(�; 0; 0) + (0; �; �) + (
; 
; 
) = (0; 0; 0)(�+ 
; � + 
; � + 
) = (0; 0; 0)odkiaµ �+ 
 = 0� + 
 = 0



4 LINEÁRNA ALGEBRATejto sústave rovní
 vyhovujú napr. èísla � = 1; � = 1; 
 = �1. Sú nenulové (staèilo, aby bolonenulové jedno z ni
h), preto dané troji
e sú lineárne závislé.Poznámka 1.3. Lineárnu nezávislos» n-tí
, m�¾eme 
harakterizova», podobne ako lineárnuzávislos», pomo
ou lineárnej kombiná
ie n-tí
. Staèí de�ní
iu linárnej závislosti negova» a do-staneme:Hovoríme, ¾e n-ti
e x1; x2; : : : ; xk 2 Cn sú lineárne nezávislé, ak pre v¹etky �1; �2; : : : ; �k 2 Cz rovnosti �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk = 0vyplýva �1 = �2 = � � � = �k = 0Veta 1.3. Ne
h pre n-ti
e x1; x2; : : : ; xk platí aspoò jedna z podmienok:(1) existuje j 2 f1; : : : ; kg tak, ¾e xj = 0(2) existujú r; s 2 f1; : : : ; kg; r < s tak, ¾e xr = xsPotom n-ti
e x1; x2; : : : ; xk sú lineárne závislé.D�kaz(1) Evidentne platí0x1 + � � � + 0xj�1 + 1xj + 0xj+1 + � � � + 0xk = 0Aspoò jeden z koe�
ientov lineárnej kombiná
ie je nenulový, preto sú dané vektory line-árne závislé.(2) V tomto prípade zas platí0x1 + � � �+ 0xr�1 + 1xr + 0xr+1 + � � �+ 0xs�1 � 1xs + 0xs+1 + � � �+ 0xk = 0a keï¾e aspoò jeden z koe�
ientov je r�zny od nuly, dané n-ti
e sú lineárne závislé. �Veta 1.4. Vektor x 2 Cn je lineárne závislý práve vtedy, keï x = 0.D�kazVektor x je linárne závislý práve vtedy, keï existuje � 2 C; � 6= 0 tak, ¾e platí �x = 0. Keï¾e� 6= 0, je táto rovnos» splnená len pre x = 0. �Veta 1.5. Vektory x1; x2; : : : ; xk pre k � 2 sú lineárne závislé práve vtedy, keï jeden z ni
h jelinárnou kombiná
iou ostatný
h.D�kazNe
h sú vektory x1; x2; : : : ; xk lineárne závislé. Potom existujú èísla �1; �2; : : : ; �k, z ktorý
haspoò jedno je r�zne od nuly tak, ¾e�1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk = 0Bez ujmy na v¹eobe
nosti m�¾eme predpoklada», ¾e �1 6= 0. Potom existuje ��11 = 1�1 a zpred
hádzajú
ej rovnosti m�¾eme vyjadri» vektor x1�1x1 = ��2x2 � � � � � �kxk Æ���11x1 = ���11 �2x2 � � � � � ��11 �kxkTeraz doká¾eme opaènú impliká
iu. Ne
h jeden z vektorov je lineárnou kombiná
iou ostatný
h.M�¾eme predpoklada», ¾e je to x1, keby to bol iný, postupovali by sme podobne. Tedax1 = �2x2 + � � � + �kxkèo m�¾eme upravi» na 1x1 � �2x2 � � � � � �kxk = 0Z toho na základe de�ní
ie vyplýva, ¾e vektory x1; x2; : : : ; xk sú lineárne závislé.



LINEÁRNA ALGEBRA 5�Veta 1.6. Ne
h n-ti
e x1; x2; : : : ; xk (k � 1) sú lineárne závislé a ne
h xk+1; xk+2; : : : ; xm(m � k+1) sú µubovoµné n-ti
e. Potom n-ti
e x1; x2; : : : ; xk; xk+1; : : : ; xm sú lineárne závislé.D�kazZ predpokladov vety vyplýva, ¾e existujú èísla �1; �2; : : : ; �k, z ktorý
h aspoò jedno je r�zneod nuly, tak, ¾e �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk = 0. Polo¾me �k+1 = � � � = �m = 0. Potom�1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk + �k+1xk+1 + � � �+ �mxm = �1x1 + �2x2 + � � �+ �kxk = 0kde aspoò jedno z èísel �1; �2; : : : ; �m je nenulové. �Veta 1.7. Ak sú n-ti
e x1; x2; : : : ; xm lineárne nezávislé. tak sú lineárne nezávislé aj n-ti
ex1; x2; : : : ; xk (k � m).D�kaz (sporom)Keby boli x1; x2; : : : ; xk lineárne závislé, potom podµa predo¹lej vety by boli aj x1; x2; : : : ; xmlineárne závislé, èo je spor s predpokladom vety. �Cvièenie 1.(1) Zistite, èi vektor x = (7; 2; �2) je prvkom lineárneho obalu mno¾iny vektorov(a) f(1; 0; �1); (2; 1; 0)g [nie℄(b) f(2; 1; �1); (1; 0; 0)g [áno℄(
) f(1; 0; 1); (1; �1; 0); (1; 1; 5)g [áno℄(2) Zistite, èi sú lineárne závislé alebo nezávislé vektory(a) (2; �1; 0; 1); (1; 2; 0; �2) [lin. nezávislé℄(b) (1; 0; 1); (1; �1; 0); (1; 1; 5) [lin. nezávislé℄(
) (2; �1; 0; 1); (�4; 2; 0; �2) [lin. závislé℄(d) (1; 0; 1); (1; �1; 0); (1; 2; 3) [lin. závislé℄(3) Ne
h aritmeti
ké vektory x; y; z sú lineárne nezávislé. Zistite, èi sú lineárne závislé alebonezávislé vektory(a) x� y; x+ y [lin. nezávislé℄(b) x� y; y � z; x� z [lin. závislé℄


