2 Linearne zobrazenia

Poznamka. Pojmy ,linearne zobrazenie“ a ,linedrny operator” sa povazuju za ekviva-
lentné. LP znamena linearny priestor.

2.1 Riesené ulohy
1. Nech L je linedrny priestor, @ € L je pevne zvoleny vektor. Zistite, ¢i zobrazenie
¢ : L — L je linearne, ak
(a) () =T +7,
(b) ¢(7)

a.

Riesenie. Ak ¢ : L — L je linedrne zobrazenie, tak
©(0) = (0 +0) = ©(0) + ¢(0)
z ¢oho vyplyva ¢(0) = 0. Preto zobrazenie ¢ v pripadoch (a), (b) nie je linedrne pre
a # 0.
Nech teraz @ = 0. Potom pre kazdé 7,7 € L a pre kazdy skalar o plati:
(a) (@ +7) =7 +7, p(a) = aT = ap(7),
(b) ©(@+7) =0, p(ax) =0 = ap(T),

preto pre @ = 0 je zobrazenie ¢ linedarne v oboch pripadoch.

2. Zistite, ¢ zobrazenie ¢ : P(R) — R?, ¢(g(x)) = (g(1), g (—1)) je linedrne.

Riesenie. Zobrazenie ¢ je linearne, lebo pre kazdé polynémy g, h a kazdé o, € R

plati:
e(lg+h)(z) = ((g+n)1 ) (g +h)(=1)) = (g
= (9(1).¢ )

(a) f(x1,xq,x3) = (14 21, 22),

(b) f(w1,22,23) = (21 + T2, 71 — T3),
() f(z1,22,23) = (1,2),

(d) f(x1, 79, 23) = (23, —222)

Riesenie. V pripadoch (a), (c¢) nie je obrazom nulového vektora nulovy vektor, a
teda zobrazenie f nie je linedrne. UkdZeme, Ze f nie je linedrne ani v pripade (d).
Nech o = —1, 7 = (1,0,0). Potom

f(af) = f(_la()’O) = (1?0)
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O‘f(f) = —f(l,0,0) = _(1?0) = (_LO) # f(OéT)

Zobrazenie f v pripade (b) je linedrne, pretoze pre lubovolné Z,7 € R* a pre lubo-
volné o € R plati:

f@+7) = fer+y, 22+, 23+ y3) = (21 +y1 + 22+ yo, 21 +y1 — (23 +y3) =
= (21 + x2, 21 — x3) + (Y1 + Y2, 11 — y3) = f(T) + f(7),

flaz) = f(axy, ary, axs) = (ax; + g, axy — axg) = a(xy + x9, 11 — 23) = af(T).

. Nech B = {by, by, b, by}, D = {dy,dy,ds3} st usporiadané bazy linedrnych priestorov
L a M. Linearne zobrazenie f : L — M je dané obrazmi prvkov bazy B:

f(b1) = dy+dy+ds, f(b2) = —2da+3ds, f(bs) = —dy+3dy—2ds, f(bs) = dy+2dy
Vypoditajte f(T), ak T = —2b; + by — bs + 3by.
Riesenie.
F@) = F(-2ou 4B~ by+8b0) = ~2f(b0) + F(B2) — f(B) + 3f(B) =
= —2(dy + dg + d3) + (—2dy + 3d3) — (—dy + 3dy — 2d3) + 3(dy + 2d3) =
= 2d, —dy + 3d;
. Urcte maticu linedrneho zobrazenia
¢v: R*— R o(x1, T2, x3) = (21 + 229 — 33, 227)
vzhladom k usporiadanym béazam B, D, ak

(a> B = ((17 0, 0)7 (07 L 0)7 (07 0, 1))a D= ((17 0)7 (Oa 1))7
(b) B=((1,2,0),(=2,1,0), (3,1, 1)), D = ((2, 1), (0,2)).

N4jdite obraz vektora T v zobrazeni ¢, ak Tp = (0, —4,1)%.

Riesenie. (a) Uréime obrazy vektorov bazy B v zobrazeni p:
»(1,0,0) = (1,2),
(0,1,0) = (2,0),

©(0,0,1) = (-3,0).

KedZe D je standardné baza, pre suradnice tychto vektorov v baze D plati:

(1,2)7;:(;), (2,0)D:<§>, (—3,0)1»:(_03).

Potom



Pretoze B je standardnd béaza, T = (0,—4,1) a priamo z predpisu zobrazenia ¢
dostavame
p(T) = (—11,0).

(b) Postupujeme analogicky ako v (a).

©(1,2,0) = (5,2),
90<_2’ L, 0) = (07 _4)7

Teraz vyjadrime vypocitané vektory ako linearnu kombinaciu prvkov bazy D:
(5,2) = a(2,1) + 5(0,2)
Porovnanim zloziek dostavame ststavu rovnic

20 = 5
a+20 =

ktorej rieSenim je (o, 3) = (5, 7). Teda (5,2)p = (2, ;)" Analogicky vypocitame
suradnice zvysnych dvoch vektorov:

(07 _4)7) = (07 _2>T7 (87 6)D = (47 1)T'

5,0, 4

— 1

Potom

Pre stradnice obrazu vektora T potom plati

_ ~ 5000, 4\ [ © 4
so(as>D=M%<so>-xB=(_; B 1) 4 =(9)

¢o znamena, ze

©(T) =4(2,1) 4+ 9(0,2) = (8,22).

. Uréte predpis linearneho zobrazenia ¢ : R* — R*, ktoré je dané obrazmi prvkov
bazy B = ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)):

©(1,0,1) = (1,0,1,0), ¢(1,1,0) = (1,1,1,1), ©(0,1,1) = (0,1,0,1).

Riesenie. Zvolme v LP R* $tandardnt bazu D = ((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0),
(0,0,0,1)). Potom

Y

1, 1
0, 1,
Mp() = | | |
0, 1

)

9 )

— O = O

Y )



a pre sturadnice obrazu vektora T = (z1, 2, 23) v baze D plati
_ B _
¢(T)p = Mp(p) - Ts
Potrebujeme vypocitat suradnice vektora T v baze B:

(21,22, 23) = (1,0,1) + (1, 1,0) +~(0,1,1)

odkial
o+ ﬁ = I
B4y = w3
a+7y = I3

Riesenim tejto sustavy je (o, 3,7) = %(ml — Ty + X3, X1 + Ty — X3, —x1 + T2+ 13) A
teda

o(x1, 32, 23) = 5(% — To + T3,T1 + T2 — T3, —T1 + Lo+ $3)T‘

Teraz uz moézeme vypocitat ¢(T)p:

1, 1, 0 T1—T2+x3 T

_ o 07 1a 1 r1+xr2—173 _ T2

P@o=11 1 0 2 2
—Ti+x2+x3

0, 1, 1 2 Ts

Baza D je standardna, preto
(21, T2, T3) = (21, Ta, T1, T2).

. Zistite, ¢i linedrne zobrazenie f : R® — R®, f(x1,29,23) = (z1, 71 + 2o, To — 23) je
izomorfizmus linearnych priestorov. Ak je, uréte f—1.

Riesenie. Najdeme maticu linedrneho zobrazenia f vzhladom k $tandardnej béze B
v R®.
f(1,0,0) = (1,1,0), f(0,1,0) =(0,1,1), f(0,0,1) = (0,0,—1)
Potom
1, 0, O
ME(f)=| 1 1, 0
0, 1, -1

Y ?

PretoZe matica M&(f) je regularna (jej determinant je -1), je zobrazenie f izomor-
fizmus. Inverzné zobrazenie k f teda existuje a pre jeho maticu plati ME(f~1) =

(Mg(f)) _1. Vypocitajme ju.

1, 0, 0|1, 0, 0 1, 0, 0] 1, 0, O
1, 1, 0]0, 1, 0 |~ o0 1, 0|-1, 1, 0
0, 1, —1/0, 0, 1 0, 0, 1|-1, 1, —1



1, 0, O

MEZ(fH=| -1, 1, o0

1,01, -1

Teraz uz lahko vypocitame f~!(zy, zo, x3):
1, 0, 0 I
(f_1($1,$2,$3))8 = Mg(f_l)'(flyﬂﬁz,ffs)zaz -1, 1, 0 Ty | =
—1, 1, —1 T3
T
= —T1 + Xo

—T1+ X2 — T3

odkial
f_l(l‘hxm x3) = (T1, —T1 + T2, —T1 + T2 — T3.)

. Dané st linedrne zobrazenia f, g : R* — R®, f(x1, 19, 13) = (201423, —To+ 23, T2+
x3), g(x1, T, x3) = (3, x2,221). Vypolitajte maticu vzhladom k Standardnej béaze
a predpis pre zobrazenie

(a) 2f +g,
(b) go f.

Riesenie. 7 predpisov zobrazeni f, g vypocitame obrazy prvkov Standardnej bazy
B =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)):

f(1,0,0) = (2,0,0), f(0,1,0) =(0,-1,1), £(0,0,1) = (1,1,1),

g(1,0,0) = (0,0,2), ¢(0,1,0) = (0,1,0), ¢(0,0,1) = (1,0,0).

Teraz uz Tahko vytvorime matice zobrazeni f, g:

2, 0, 1 0, 0, 1
Ma(f)=1|0, -1, 1 Mi(g)=1| 0, 1, 0
0, 1,1 2, 0, 0
Potom
2, o1 0, 0, 1 4, 0, 3
Ma(2f+g)=2|0 -1, 1 |+]0, 1, 0 |=]0, —1, 2
0, 1, 1 2, 0, 0 2, 2, 2
0, 0, 1 2, 0, 1 0, 1,1
Mi(gof)=1 0, 1, 0 0, -1, 1 |=1]0 -1, 1
2, 0, 0 0, 1, 1 4, 0, 2



7 ¢oho dostaneme

4, 0, 3 e \\ "
(2f+g)(‘r17x27x3) — 0, _1, 2 o =
2, 2, 2 T3

= (4x1 + 3x3, —x9 + 23, 221 + 229 + 213)
0, 1, 1 I T

(gof)(a:].?xQ)xg) - 0, _1, 1 x2 —
4? O’ 2 .CC3

= (332 + x3, —xo9 + 3,421 + 21‘3).

Poznadmka. Hodnoty (2f + g)(x1, 22, 23), (g o f)(x1, 72, 23) je mozné tiez urcit
priamym vypoc¢tom bez pouzitia matic.
2.2 Cvicenia
1. Ukazte, Ze kazdy z nasledujiicich zobrazeni je linedrny operator na R?.
(a) @(x1,29) = (1, 22),
(b) (x1,32) = (2, 21),
(¢) p(a1,72) = (0, 72).
2. Zistite, ¢i nasledujtice zobrazenia st linearne.

(a) p(r1,72) = (x1c080 — X9 8IN v, 1 Sin v + X9 cos ), o € R,

(b) @(z1,22) = (x1 4+ o, 20 + 0), a, 0 € R.

3. Zistite, ¢i nasledujtice zobrazenia st linearne zobrazenia z R" do R™.

(a) p(x1,22) = (21,1 + 22),

(b) @(x1,22) = (21, 23),

(c) (1, 22) = (31 + 2, 271 — T2),

(d) (21,22, 73) = (¥1 — T2, T1 + 22 + T3),

(e) (a1, 22, 3) = (¥1 — T2, T1 + X2 + T3, T172),

() @(r1,20,23) = (71 — 2)% 21, 23),

(2) w(x1,29,73) = (21 — T2, L1 + T2 + 23, —21 + 3T + 23)

4. Zistite, ¢i nasledujice zobrazenia T : Po(R) — Py(R) st linearne.

(a) T(f(x)) = f(=2),
(b) T(f(x)) = 3f"(x) + 7f (),
(c) T(f(x)) =3/"(x) = ['(x),



5.

10.

11.

(d) T(f(x)) = f(z) + 22,
(e) T(f(z)) = zf'(x).

Nech T € R™" je jednotkovéd matica. Zistite, ¢i zobrazenia ¢ : R™" — R™" st
linearne.

(a) ¢(X) = 5X,

(b) ¢(X) =X,

(€) p(X) =X+1,
(d) (X) =X +XT,

. Nech B = {by, by, b, by}, D = {dy,dy,ds3} st usporiadané bazy linedrnych priestorov

L a M. Linearne zobrazenie f : L — M je dané obrazmi prvkov bazy B:
f(Bl) - 31—1—32%—33, f(gg) - —2314—33, f(gg) - 331+282+33, f<64) - 431+332+233
Vypocitajte f(z), ak

(a) T = 51 + 352 - 253 — 64,
(b) T = 251 - 53 - 564

. Pre kazdé z nasledujtcich liearnych zobrazeni ¢ : R* — R? néjdite jeho maticu

vzhladom k $tandardnym bazam LP R®, R*.

(a) o(x1,x2,3) = (1 + 23 — X3, X1 — Ta),
(b) ¢(x17x27 x?)) - (07 X1 + 31’2),

(c) p(x1, 22, 23) = (—x1, —22).

. Pre kazdé z nasledujtcich liearnych zobrazeni ¢ : R* — R? néjdite jeho maticu

vzhladom k $tandardnej baze LP R®.
(a) p(r1, 12, 73) = (=23, 21, T2 + T3),
(b) @(x1, 72, 23) = (21 + T2 — 3,71 — T2 + T3, =71 + T2 + T3),

(¢) @(z1, 29, 23) = (1 — 3,1 — Ta, Ty + 3).

. Pre kazdé linearne zobrazenie z cvicenia 7 najdite jeho maticu vzhladom k usporia-

danym bazam B = {((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} a D = {(0,1),(1,1)}.

Pre kazdé linedrne zobrazenie z cvi¢enia 8 ndjdite jeho maticu vzhladom k usporia-
danej bize B = {((0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}.

Néjdite maticu linedrneho zobrazenia S : P3(R) — P3(R), S(p(z)) = 3p"(x) +
4p'(x) 4+ p(z) vzhladom k usporiadanej baze P.

(a) P=(1,u, a?, :L'?’),

(b) P=(1+ax,1—z2*+ 2% 2% — 2%).



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Urc¢te predpis linearneho zobrazenia ¢ : Po(R) — P4(R), pre ktoré plati

o(l+z)=a+2* o(1—2)=2"—2* pz—2*) =21

Nech matica linedrneho zobrazenia f : R* — R® vzhladom k béze
B=((1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)) je

-1, 0, —1
Mi(f)=1] 0, -1, 0
-1, 1, 0

N4éjdite predpis zobrazenia f. Zistite, ¢i f je izomorfizmus.

Zistite, ¢i linedrne zobrazenie f : R* — R®| f(x1, 29, 23) = (x1+ o9, T3 + 23, 21 +3)
je izomorfizmus. Ak je, najdite predpis pre inverzny izomorfizmus.

Néjdite linedrne zobrazenie ¢ : Po(R) — P1(R), ktoré mé vzhladom k bazam B, D

maticu
1, 0, 2
Mie =y ¥ o)

(a) B, D st standardné bazy v Py(R) a P1(R),
(b) B=(1+4x,1-2z,2%), D= (2—x,1).

ak

Nech matica linedrneho zobrazenia f : R* — R?* vzhladom k bazam
B=((1,0,1),(1,0,0),(1,1,1)), D= ((—1,2),(1,1)) je

Mz‘é(f>=(ij ; 2)

Urcte obrazy vektorov = = (1,-2,3), 7 = (—1,0,4) v zobrazeni f.

Dané st linedrne zobrazenia f : R® — R’, g : R® — R® svojimi maticami
1, 2, —1
1, 0, 1 -2, 1, 0, 1, 2
M(f) = 3, 2, 0], M= 1, 3, 0, 7, 1
-1, 1, 0 1, 0, 0, 0, 1
-2, 0 1

9

vzhladom k §tandardnym bazam v R® a R°. Néjdite maticu a predpis zobrazenia
gof: R* — R® V pripade, ak je g o f izomorfizmus, najdite k nemu inverzné
zobrazenie.



2.3 Vysledky

Nie. 4. (a),(b),(c),(¢) Ano. (d) Nie. 5. (a),(b),(d) Ano.

(
o 1, 1, —1 0, 0, 0

Y )

1, 1, -2 1, 1, 0 (1)’ ‘11’ g’ 1g
(b) 1, =2, 1 ].(c) 1, 0, 1 |.11. (a) PO
—2 1 1 -2, 0, 0 0, 0,1, 12
) Y Y ) 0’ (:)7 0, 1
3, —2, 16, —2
(b) g: _(1): _1(7): _2 12 p(az? +br+c) = (a+b)a* — az® + =40a? + Gty 4,

0, 0, 6, -5
13. f(x1,29,23) = (=221 + X9, 22 — x3, —23), f je izomorfizmus. 14. f je izomorfizmus,
Yy, o, xg) = 5(#1 — 2o + w3, 21 + 13 — 23, —71 + 12 + 13). 15. (a) Y(a + bz + cx?) =
a+2c+ (—a+bz. (b) pla+ bxr + ca?) = g[4a + 2b + 12¢ + (—=3a — 3b — 6¢)z]. 16.

—_

-6, -3, 5
f(f) = (37—12)7 f(y) = <_3> _21>' 17. M<go f) = ( -9, 9, 3 )a (g © f)(x,y,z) =
1, 2, 0
(—=6x — 3y + 52, —5x + 9y + 32, —x + 2y), g o f je izomorfizmus, (g o f) ! (z,y,2) =
25 (=62 + 10y — 54z, =3z + 5y — Tz, —x + 15y — 69z).



